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曹 珍 富 车 : 


哈 个 澳 醒 趴 咕 学 出 版 社 


竺 番 图 方程 ( Divphantine equations ) 是 数论 的 … 个 重要 分 


支 ， 国 内 外 很 多 著名 整 学 家 都 从 事 过 它 的 研究 . 鞭 中 万 Roth、 
Bakerfn Faltings 等 人 的 工作 最 为 突出 ( 他们 分 别 获得 了 国际 数学 家 
大 会 的 Fields 奖 ) 。 本 书 力求 爹 面 详细 地 介绍 这 一 数学 分 支 的 研究 成 
果 和 创造 的 方法 ( 有 些 方法 产生 了 新 的 数学 分 支 ) 。 

本 书 共 分 十 意 ， 分 别 为 :引言 、 解 丢 亚 图 方程 的 初等 方法 、 解 于 
番 图 方程 的 高 等 方法 、 一 次 丢 悉 图 方程 、 二 次 丢 严 图 方程 、 三 次 于 下 
图 方程 、 四 次 于 和 严 图 方程 、 高 次 丢 番 图 方程 、 指 数 丢 饥 图 方程 册 单 位 
分 数 问题 。 其 中 有 一 些 是 作者 本 人 的 研究 成 困 。 

本 书 可 供 从 事 这 一 数学 分 支 或 相关 学 科 ( 组 合 论 、 群 论 和 编码 理 
论 等 ) 的 数学 工作 者 、 研 究 生 以 及 有 兴趣 的 大 学 生 玫 中 学 生 阅 读 、 学 
习 和 参考 。 
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数论 是 数学 中 的 一 个 重要 分 支 。 古 今 中 外 许多 著名 数学 
家 都 曾 从 事 过 数论 的 研究 。 数 论 往往 以 它 的 问题 简明 易 懂 吸 
引 了 大 批 青年 人 和 业余 数学 爱好 者 。 然 而 ， 如 果 不 脚踏实地 
的 不 断 加 强 数学 素养 、 扩 展 数 学 知识 面 ， 也 是 难以 取得 成 功 
的 。 

本 书 作者 曹 珍 宣 就 是 哈尔滨 工业 大 学 八 年 前 的 一 位 被 
数论 所 深 深 吸引 的 非 数 学 专业 的 学 生 ， 后 来 逐渐 走 上 了 科学 
研究 的 道路 ， 发 表 了 不 少 论文 ， 成 为 我 国 最 年 轻 的 一 批 数学 
副教授 中 的 一 员 。 这 本 书 是 他 几 年 来 对 数论 中 的 丢 番 图 方程 
( 即 不 定 方程 ) 这 一 分 支 学 习 、 和 研究 的 一 个 总 结 ， 也 是 继 
1969 年 Mordell 的 《 丢 厦 图 方程 》 一 书 问世 后 的 又 一 部 著 
作 。 

全 书 共 分 十 章 。 除 引言 外 ， 以 二 、 三 两 章 分 别 详细 介绍 
解 丢 番 图 方程 的 初等 方法 和 高 等 方法 ， 这 里 把 借助 相应 方法 
所 得 到 的 近期 成 果 纳 入 习题 的 做 法 ， 将 有 助 于 增强 读者 研究 
问题 的 能 力 和 信心 。 四 到 十 章 ， 则 依次 讲述 从 一 次 、 二 次 、 
三 次 、 四 次 直至 高 次 的 丢 番 图 方程 以 及 指数 丢 番 图 方程 和 单 
位 分 数 问题 等 不 同类 型 的 专题 ， 侧 重 阐明 结果 与 获得 结果 的 
所 用 方法 ， 这 便于 读者 了 解 和 掌握 。 因 之 ， 本 书 具 有 一 定 特 
色 。 

由 于 丢 番 图 方程 的 相当 部 分 并 不 涉及 更 多 的 数学 基础 ， 
加 之 本 书 由 浅 入 深 、 循序 浙 进 ， 读 者 只 要 具备 一 些 初等 数论 
知识 即 可 读 懂 书 中 的 绝 大 部 分 内 容 。 可 见 该 书 就 是 对 大 学 
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生 、 帮 至 部 分 中 学 生 也 都 是 一 种 可 供 阅读 、 参 考 的 读物 。 

个 人 对 于 委 番 图 方程 完全 是 门外汉 。 我 国 著名 数学 家 柯 
召 教授 对 此 有 一 系列 重要 贡献 。 这 本 书 的 作者 也 得 益 于 孙 琦 
教授 的 指教 其 多 。 对 一 个 正在 成 长 的 年 青 数 学 工作 者 所 撰写 
的 专门 书籍 难免 有 不 成 熟 之 处 ， 甚 至 还 会 不 少 。 相 信 我 国 数 
论 办 的 前 辈 和 同行 必 将 继续 给 予 帮助 、 鼓 励 和 指点 。 
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$1 数论 的 特点 


在 如 今 众 多 的 数学 分 支 中 ， 有 些 苑 使 你 具备 了 一 定 的 数 
学 基础 ,要 读 懂 它 的 基础 知识 也 有 一 定 的 困难 ,其 至 要 理解 它 
的 符号 的 含义 也 办 不 到 ; 而 有 些 却 不 需要 任何 数学 基础 ， 内 
要 你 有 了 耐心 地 往 下 读 ， 便 可 读 懂 它 的 绝 大 部 分 内 容 。 数 论 这 
门 古老 的 数学 分 支 ， 它 的 基本 内 容 便 是 属于 后 者 。 数 论 的 疝 
题 简 明 易 懂 ， 即 使 是 公认 的 Fermat 大 定理 和 Goldbach 猜想 
等 问题 也 是 如 此 。 正 因为 这 样 ， 历 史上 几乎 所 有 的 数学 家 都 
从 事 过 数论 的 研究 ， 而 且 许 多 数学 家 都 是 因为 数论 问题 的 简 
明 易 慌 ， 遂 过 自学 获得 成 功 的 。 但 事情 往往 是 这 样 ， 越 是 简 
明 易 入 的 问题 ， 解 决 起 来 越 困难 。 也 正 因 为 如 此 ， 不 知道 有 
多 少 业余 数学 爱好 者 迷 上 了 数论 ， 但 最 终 却 一 事 无 成 。 | 

数论 起 初 只 研究 整数 的 一 些 基 杰 性 质 ， 司 来 从 十 老 世 纪 
到 十 九 世 纪 ，, 大 数学 家 Fermat，Euler，Legendre，Gauss 
等 人 大 大 地 发 展 了 数论 的 内 容 ， 现 在 数学 界 最 著名 的 难题 
一 一 Fermat 大 定理 便 是 这 个 时 期 提出 来 的 。 

今天 的 数论 已 经 发 展 了 十 多 个 数论 分 支 ， 诸如 代数 数 
论 、 分 析 数 论 、 委 番 图 方程 、 委 考 图 逼近 和 于 番 图 几何 等 ， 
许多 内 容 已 经 发 展 到 相当 深刻 的 程度 ， 以 致 手 搞 不 同 分 支 的 
数论 同行 间 也 无 法 相互 交流 。 可 以 举 一 个 例子 ， 你 如 果 想 读 
慌 丢 番 图 几何 方面 的 研究 论文， 在 不 具有 相当 好 的 代数 、 
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拓扑 等 基础 时 ， 妈 使 你 在 其 他 某 个 数论 分 支 中 做 出 过 很 好 的 
工作 ， 但 也 几乎 是 不 可 能 的 。 


$2 丢 番 图 方程 及 其 主要 成 就 


这 本 书 将 专门 研究 数论 的 一 个 分 支 一 一 丢 番 图 方程 的 各 
种 基本 类 型 。 什 么 叫 竺 番 图 方程 呢 ? 如 所 周知 ,Fermat 大 定 
理 是 Fermat 于 1637 年 左右 在 古 希腊 数学 家 于 番 图 (Diopha- 
ntus) 所 著 《 算 术 》 一 书 的 空白 处 写 下 的 注释 ， 用 如 今 的 语 
言 叙 述 ， 就 是 ， 不 定 方程 

Xty=2", 1>2 . . 

没有 正 整 数 解 。 这 就 明显 告诉 我 们 ;' Fermat 大 定理 是 属于 
不 定 方 程 的 。 所 谓 不 定 方程 ,是 指示 知 数 的 个 数 多 于 方程 个 数 
的 方程 〈 或 方程 组 ) 。 数 论 中 的 不 定 方程 ， 通 常 对 解 的 范围 
有 一 定 的 有 限制， 例如 解 服 制 在 有 理 数 、 整 数 等 范围 内 。 这 种 
带 限 制 的 不 定 方程 早 在 公元 三 世纪 初 古 希腊 数学 家 丢 番 图 就 
研究 过 ， 人 们 为 了 与 其 他 分 支 中 的 不 定 方程 区 别 ， 世 称 数论 
中 的 不 定 方程 为 丢 番 图 方程 (Diophantine equationsy 。 
正如 于 番 图 几何 一 样 ， 所 是 代数 几何 中 曲线 上 的 必 点 ” 带 限 
制 的 部 分 。 

在 丢 大 图 方程 中 ， 各 种 形式 的 不 定 方程 是 无 穷 无 尽 的 。 
但 解决 问题 的 方法 ， 从 十 至 今 都 是 不 同 的 问题 用 不 同 的 方 
法 ， 其 中 显示 出 了 人 类 高 度 的 智慧 。 人 们 自然 要 问 ， 是 否 存 . 
在 一 个 一 艇 地 解 不 定 方程 的 方法 ? 这 个 问题 的 特殊 情形 是 属 
于 .Hilbert 第 十 问题 的 。1900 年 ，D Hilbert 提出 六 23 个 
著名 的 数学 问题 ， 其 中 第 10 个 是 : 

“ 设 FCx …， xx，) 是 任 给 的 具有 整 条 数 的 多 项 起 ， 那 
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么 是 否 存 在 一 个 只 有 有 限 步 运算 的 方法 来 判定 丢 番 图 方程 
f(x1，"“"，X,) = 0 是 否 有 解 ? 

这 个 间 题 的 一 般 回 答 是 否定 的 1。 不 妨 设 / (xX,,…,%,) 
为 不 可 约 多 项 式 ， 则 在 n 宇 3 时 不 存在 一 个 具有 有 限 步 运算 的 
方法 来 判定 丢 番 图 方程 f(x,，…，x,) =0 是否 有 解 。 而 在 
n=2 了 时 ，A。Baker 定 出 了 冬香 图 方程 / (x!，x,) =0 解 的 上 
界 中 1， 因而 存在 一 个 有 限 步 运算 的 方法 判定 f(x!,，x;)= 0 
是 否 有 解 。 但 是 ，A.Baker 定 出 的 上 界 往往 太 大 ， 常 常用 最 
快 的 电子 计算 机 也 不 能 计算 出 方程 的 全 部 解 来 。 因 此 ， 即 使 
对 于 方程 FGx,，xa)=0， 要 求 出 全 部 解 来 也 不 容易 。 

但 是 ，A .Baker 的 工作 不 失 为 丢 番 图 方程 的 重要 成 就 。 
包括 A.Baker 在 内 ， 还 有 K.F.Roth，R.Deligne 和 G.Fal- 
tings 都 在 丢 番 图 方程 上 作出 过 杰出 的 贡献 。1955 年 天.F。 
Roth 证 明了 一 个 著名 的 定理 1; 设 0 是 一 个 n 宇 2 次 的 代数 
数 ; 则 Ye>0， 适 合 
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的 整数 x，y>0 仅 有 有 限 组 。 这 一 定理 导致 了 二 元 x 宇 3 次 
的 不 可 约 多 项 式 方程 解 的 个 数 有 限 。1973 年 ，R.Deligne 证 
明了 关于 有 限 域 上 不 定 方程 (x;,，…，、x,) =0 解 的 个 数 的 
猜想 ， 即 著名 的 A.Weil 猜 想 (0。 而 G.Faltings 在 1983 年 证 
明了 L.j.Mordell 猜想 ， 即 有 理 数 域 里 亏 格 宕 2 的 代数 曲线 
上 仅 有 有 限 个 有 理 点 1。 由 此 可 以 导出 Fermat 方 程 x*"+y* 
=z，(x，2) =1 在 rn 之 4 时 最 多 仅 有 有 限 组 正 整数 解 。1985 
年 D.R.Heath 一 Brown 利用 -G.Faltings 定理 证 明了 


N 
lim ~ (s (2) -0, 这 里 N(s) 表 n 志 s 使 x"+y*=2z"(n>2) 有 


正 整数 解 的 那些 的 个 数 ' 中 。 即 对 “几乎 所 有 ”的 正 整 数 n> 
2， 方 程 x" + y" =z" 均 没 有 正 整 数 解 。 

因为 K,F,Roth,A,.Baker, R.Deligne 和 G, Faltings 
和 的 出色 工作 ， 他 们 分 别 于 1958 年 、1970 年 、1978 年 和 1986 年 
获得 了 国际 数学 家 大 会 的 菲 尔 效 〈Fields) 奖 。 


$3 解 丢 番 图 方程 的 困难 性 


解 丢 番 图 方程 由 于 没有 一 个 一 般 的 方法 ， 因 而 它 向 人 类 
的 智 正 提 出 了 挑战 。 有 一 些 看 上 去 简单 的 方程 ， 但 解决 起 来 
却 相当 困难 ， 例 如 求 不 定 方程 

T 十 X2 一 2314 (1y 
的 正 整 数 解 x<,，y 问 题 ,在 很 长 时 间 内 数学 家 们 只 知道 它 有 两 
组 解 (x，?) = (1，1)，(239，13)， 但 要 回答 它 是 否 存 在 另 
外 的 解 却 不 容易 。 直 到 1942 年 W ,Lijunggren 在 认真 研究 四 
次 域 的 单位 数 后 ,用 了 大 量 的 现代 数论 的 成 果 才 最 终 证 明 : 方 
程 (1) 最 多 有 两 组 正 整数 解 "1。 后 来 ， 人 们 感到 W ,Liung- 
gren 的 证 明 复 杂 又 不 初等 ， 且 方法 上 的 技巧 又 太 特 殊 ， 故 大 
数学 家 上 L。J.Mordell 向 全 划 界 提出 了 一 个 公开 性 的 问题 1 
是 否 能 找到 一 个 简单 的 或 初等 的 证 明 ? 这 个 问题 直到 现在 仍 
未 解决 。 
对 于 不 定 方程 . 
Ny =2:, Kk>1, y>1, : : (2) 

著名 数学 家 P,Erd6s 曾 经 猜想 它 没 有 正 整 数 解 。1940 年 我 国 
著名 数学 家 柯 召 否定 了 这 一 狂想， 证 明了 方程 (2) 有 无 穷 多 
组 解 191， 


= 027t12r nl1)+2n /on 2 1) 
X=2 (2"~1) ， 


y=22" 2 (2 - 1) 2 ~ D+2 


z= D2 nt ti gr _ 1)22" -D+ 

其 中 w>>1。1959 年 W,H,Mills 发 现 柯 召 得 到 的 解 均 满足 
4xy = =? 的 条 件 ， 从 而 证 明了 止 ，1) 如 果 4xy>z2， 则 方程 
(2) 没 有 正 整数 解 ，2) 如 果 4xy = z*， 则 柯 召 找到 的 解 是 (2) 
的 全 部 正 整 数 解 .1984 年 ,S.Uchiyama 证 明了 : 如 果 4xy << 
z*， 则 方程 (2) 最 多 只 有 有 有限 组 正 整 数 解 中 。 这 提醒 我 们 ,很 
可 能 方程 (2) 的 全 部 正 整数 解 都 已 包含 在 柯 召 得 到 的 解 中 。 但 
是 ， | 


对 于 沁 和 组 合 数 ( ” ) = 也 曾 有 过 一 些 猜 想 
和 问题 。 例 如 方程 
(2)=y', n>m>1, h>2 (3) 


没有 正 整 数 解 。 这 是 1939 年 P.Erd6s 提 出 的 一 个 猜想 ， 直 到 
1984 年 ， 才 由 本 书 作者 解决 了 & 为 偶数 的 情形 吧 ， 而 & 为 奇数 
时 ,除了 在 1951 年 由 P.Erd5s 本 人 解决 了 m>>3( 此 时 方程 (3) 
无 正 整数 解 ) 外 ， 目 前 只 有 一 些 零 碎 的 结果 。 要 彻底 证 明 
P "Erd6s 的 这 个 狂想 还 有 一 定 的 困难 。 另 一 个 问题 是 ， 方程 
nl+1=% 

仅 有 正 整 数 解 (nx，x) = (4，5) ，(5，11) 和 (7，71) 吗 ? 
P.Erd6s 和 和 RR,Oblath 兽 经 解决 了 方程 %] = x? 十 y?,(x,y) = 
1 且 p>>2， 但 对 p=2 无 能 为 力 sI。G,J,Simmons 还 提出 ， 
方程 n1 = (m 一 1)m (m+1) 仅 有 正 整数 解 (m，s) = (2，3)， 
(3，4)、(5, 5) 和 (9，6) 吗 ? 这 个 问题 也 没有 得 到 解决 。 

通常 ， 解 一 个 丢 番 图 方程 很 大 程度 土 由 人 们 前 数学 基础 
和 研究 经 验 决 定 的 。 这 常 带 导致 初学 者 望 而 生 刁 。 但 中东 此 
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mi m)! 


初学 者 不 了 解 丢 希 图 方程 的 内 容 ， 以 为 层 番 图 方程 是 从 属于 
初等 数论 的 ， 就 是 初等 数论 中 的 风 个 小 玩 艺 儿 。 因 此 ， 许 多 
初学 者 在 不 具备 一 定数 学 基础 的 同时 ， 就 不 切实 际 地 去 试图 
证 明 Fermat 大 定理。 | 


84 于 番 加 方程 的 内 容 和 求解 原则 


丢 天 图 方程 的 内 容 异 党 丰富 ， 它 的 分 类 基本 上 是 由 方程 
河 形 式 决 定 的 例如， 可 分 为 一 次 方程 、 二 次 方程 、 三 次 方 
程 、 高 次 方程 、 指 数 方程 和 一 些 特殊 的 闫 而 。 很多 六 不 类 
都 是 历史 遗留 下 来 的 。 当 然 近 代 也 提出 了 许多 新 的 类 型 ， 这 
是 由 于 许多 学 科 的 交叉 渗透 产生 的 。 例 如 ， 在 代数 数论 、 组 
合 沦 和 群 论 等 数学 分 支 中 都 提出 了 一 些 丢 番 图 方程 间 题 。 

就 丢 番 图 方程 的 研究 目的 而 言 ， 人 们 希望 尽 可 能 一 般 性 
地 求解 菜 令 类 型 ,以 期 在 另外 的 许多 场合 得 到 更 儿 ,更 好 地 应 
用 。 有 些 问 题 在 整数 环 上 解决 了 ， 人 们 还 愿意 把 它 放 到 代数 
整 环 上 去 研究 ， 有 些 问 题 用 高 深 方法 解决 了 ， 人 们 还 希望 用 
较为 初等 的 方法 去 解决 。 这 些 做 法 的 目的 ， 无 非 是 想 通过 这 
些 研究 产生 新 的 结构 或 新 的 技巧 ， 而 构成 这 种 新 结构 或 新 技 
巧 的 往往 可 能 是 新 数学 分 支 的 昔 芽 ， 也 可 能 对 科学 技术 产生 
某 些 特殊 的 应 用 。 

_ 委 番 图 方程 的 内 容 异 常 丰 寅 但 又 没有 -个 统一 的 人 再 
方法 ， 这 就 决定 了 研究 丢 番 图 方程 的 困难 人 性。 一般 说 来 ， 我 
们 只 能 给 出 丢 番 图 方程 的 求解 原则 ， 即 综合 利用 各 种 初等 
的 、 高 深 的 方法 ， 将 丢 番 图 方程 转化 为 若干 容易 处 理 的 或 有 
妆 知 结果 的 方程 ,这 就 告诉 我 们 ,需要 有 相当 熟练 的 初等 和 高 
深 的 数学 基础 ， 才 能 在 丢 番 图 方程 研究 中 取得 好 的 域 果 。 但 
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是 ， 这 也 不 是 绝对 的 ， 在 初等 证 明 中 ， 具 有 熟练 的 初等 数论 
基础 同样 会 做 出 好 的 成 果 。 


$5 本 书 的 特 点 


本 书 我 们 假定 读者 具有 初等 数论 的 知识 。 在 用 到 超出 初 
等 数论 知识 时 ， 我 们 列 出 主要 结果 而 不 加 证 明 。 另 外 ， 书 中 
的 许多 问题 和 结果 在 没有 注 明 出 处 时 ， 均 是 引 自作 者 的 一 些 
未 经 发 表 的 思想 与 方法 ， 还 有 些 部 分 是 引 自 Mordell 的 书 
Diophantine equations。 书 中 所 有 字母 在 不 做 特别 说 明 的 
情况 下 ， 均 表示 整数 。 

-本 书 的 特点 是 ， 详 细 论 述 了 各 种 类 型 的 琶 禾 图 方程 的 甫 
及 其 研究 的 几乎 全 部 成 果 。 尤 其 还 较 系 统 地 介绍 了 解 丢 番 医 
方程 的 方法 ， 其 中 大 量 的 成 果 和 方法 是 近 几 年 才 和 匈 到 的 。 

本 书 在 表达 和 结构 上 也 作 了 探索 。 为 了 让 读者 掌握 解 天 
番 图 方程 的 方法 ,我 们 在 第 二 、 三 两 章 里 ,选择 了 一 些 典 型 的 
问题 〈 这 些 问 题 中 ， 有 许多 都 是 数学 家 们 的 研究 结果 ， 这 在 
后 面 的 专题 研究 中 将 有 介绍 ) ， 详 细 地 给 出 了 求解 过 程 。 在 
让 读者 领会 了 这 些 方法 和 技巧 后 ， 我 们 除了 网 择 一 些 基 本 的 
习题 外 ， 还 列 出 数学 家 们 车 干 用 相应 方法 得 到 的 近期 的 研究 
结果 作为 习题 。 这 样 做 的 目的 是 ， 能 够 增强 读者 (尤其 是 自 
学 者 ) 研究 问题 前 信心 和 能 力 。 我 们 在 写作 时 ， 为 了 让 读者 
有 一 个 自然 的 过 渡 ， 在 讲述 解 丢 番 图 方程 的 方法 时 ， 对 问题 
(包括 例题 和 习题 ) 的 出 处 将 不 加 注 明 5 只 有 少 部 分 例外 ) 。 
但 及 是 数学 家 们 的 研究 结果 ， 都 将 在 后 面 各 章 的 专题 研究 中 
给 以 介绍 。 从 第 四 章 开 始 ， 是 各 个 专题 的 专门 研究 。 在 这 方 
面 ， 我 们 不 可 能 给 出 每 一 个 定理 的 详细 证 明 (否则 在 篇 幅 上 
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是 不 允许 的 ) 。 我 们 采取 以 介绍 结果 和 取得 该 结果 所 使 用 的 
方法 为 主 ， 给 出 少量 技巧 性 强 、 方 法 使 用 上 比较 特殊 且 篇 幅 
比较 简短 的 证 明 为 辅 的 写作 方法 。 我 们 认为 ， 这 样 做 对 读者 
没有 什么 损失 ， 况 且 每 章 末 ， 我 们 还 列 出 了 较为 详细 的 参考 
文献 ， 便 于 读者 进一步 钻研 时 查 岗 。 

应 该 指出 ， 虽 然 本 书 从 收集 资料 到 定稿 (1987 年 10 月 ) 用 
了 许多 年 的 时 间 ， 但 仍 可 能 有 不 少 重 要 的 成 果 被 遗漏 。 叉 由 
于 作者 受 水 平 的 限制 ， 书 中 也 可 能 有 不 少 错误 和 某 些 杖 忽 。 
站 其 是 作者 本 人 的 许多 论点 ， 可 能 还 不 够 成 熟 ， 歼 请 前 莫 和 
同行 们 批评 指正 ! 

最 后 ， 这 本 书 的 写作 始终 是 在 哈尔滨 工业 大 学 校 领 
数学 肥 领 导 的 支持 、 关 关心 下 让 行 的 ， 竺 别 是 榨 长 杨 上 明教 扫 
和 系 主任 匡 从 煌 教授 对 本 书 的 写作 和 出 版 帮 助 甚 大 。 多 年 
来 ， 作 者 的 业 师 、 四 川 大 学 数学 系 的 孙 蘑 教授 也 给 了 很 多 关 
心 和 帮助 。 在 此 作者 向 他 们 致 以 诚 执 的 感谢 ! 
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第 二 章 ” 解 丢 番 图 方程 的 初等 方法 


本 章 我 们 将 介绍 解 丢 番 图 方程 的 常用 初等 方法 ， 包 括 简 
单 同 余 法 、 分 解 因子 法 、 无 穷 递 降 法 、 比 较 素数 短 法 、 二 次 
剩余 法 、Pell 方 程 法 和 递 推 序列 法 等 。 这 为 以 后 各 章 的 专题 
研究 奠定 了 必 备 的 基础 。 


$1 简单 同 余 法 


”所谓 简单 同 余 法 ， 是 指 对 丢 番 图 方程 取 某 个 正 整 数 M > 
1 为 模 来 制造 矛盾 的 方法 。 这 种 方法 的 要 点 是 根据 所 给 方程 
的 特点 ， 选 择 模 MM。 现 举例 说 明 。 
1。 选择 模 2“(a>1)。 例 如 方程 
XI+ X23=4Xs+3 (1) 
没有 整数 解 。 可 以 取 模 4; 由 于 Xx? 三 0，1 (mod4) ，x? 三 
0,，1 (mod4),， 故 x?+x? 三 0，1，2 (mod4)。 而 方程 (1) 
给 出 x?+ x? 三 3 (mod4) ， 这 是 矛盾 的 。 
利用 方程 (1)， 可 以 推出 ， 方 程 
XI+xi= (4a+ 3)x? (2) 
仅 有 整数 解 x, = x, = xs= 0。 这 是 因为 ,除去 x1 = x,= xs = 
0 外 ， 可 以 假设 (x:，x:*，xs)=1。 由 (1) 知 xs 志 1(mod2)，. 
即 xs 三 0C(mod2), 由 (2) 推 出 x1，x;, 同 奇 同 偶 。 但 (x ,x;， 
xs)=1， 故 x1，x: 只 能 是 同 奇 。 所 以 xi=X3=1(mod4)， 
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(2) 给 出 2 三 x?+x?= (4a+3)xi 三 0(mod4)， 这 不 可 能 。 
同样 道理 ， 对 如 下 的 丢 番 图 方程 取 模 8 知 , 均 无 整数 解 ， 


.XxX?+2x?=8x3+5 或 8xy+7， (3) 

- Xi 一 2x}= 8xs3+3 或 8x, 填 5， (4) 

各 
XI+Xil+X!i=4°(8x, +7), (5) 


例如 对 方程 “3)，(4)， 由 于 对 任 一 数 x， 均 有 x’ 三 0，1， 
4(mod8)， 故 x?+2x? 寺 5,，7 (mod 8) ，X]1 一 2X? 放 3、5 
(mod8)， 即 (3 和 (4) 均 无 整数 解 。 对 方程 (5) 显 然 a 宇 0 
如 果 a 宇 1， 则 对 (5) 取 模 4 知 x ;三 x, 三 Xx, 三 0 (mod2)。 于 是 
可 在 (5) 两 端 除去 因子 4。 这 样 不 兴 一 般 可 设 a=0， 但 .x?+ 
Xi+Yi 志 7 (mod8)， 因 此 (5) 无 整数 解 。 
利用 2“ (a>1) 为 模 解 不 定 方程 ， 主 要 利用 以 下 的 一 些 事 
实 : 
“1) 对 任意 获 数 x， 有 x* 守 0，1(mod4)， 如 +x 为数 ， 
则 x? 三 1(mod8), 
2) ” 设 k 之 4 时 ， 对 任意 的 x， 有 x:'-? 硅 0，1 (mod27)。 
2。 选择 模 3“ (ga 宇 1)。 例 如 方程 
(3a+1)x?+ (30+1)x?= 3x3 (C6) 
仅 有 整数 解 x | = x, = x, = 0。 因为 除去 x , = x。 = xs = 0 的 解 
外 ， 可 设 (xu xz xs)=1。 于 是 取 模 3 得 xi+xis=0 
《mod3)， 而 x? 志 从 1(mod3), 故 推 出 x 三 xs 三 0(mod3)， 
由 (6) 扒 出 x, 三 0(mod3)， 与 (Xx)，X,， xXs)= 1 下 盾 。 
对 于 三 次 的 委 番 图 方程 ， 常 常 需要 取 模 9 。 例 如 如 下 的 
方程 
X3+X3+X3i=9xX4 士 4 (7) 


和 
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Xit2x3+4x3=9x, xiXX3X4s0 (8) 
均 无 整数 解 。 因 为 对 任意 整数 x， 有 x: 三 0， 土 1(mod9), 所 
以 对 方程 (7) 有 x} +xi+x; 二 十 4(mod9)， 妈 (7) 无 解 。 而 
对 方程 (8) ，、 除 去 x ,= x,= xs=x。=0 外， 不 失 一 般 可 设 
(x1,X29Xs3，X%4) 三 1。 取 模 9 知 xi+2x2+4x} 寺 0(mod9)， 
故 x 二 x, 三 xs 三 0(mod3)， 由 (8) 推出 x4 三 0(mod3), 与 
(x1，Xs，Xs，X%4)=1 了 蔬 盾 。 
我 们 还 可 证 方程 
xi+3xixs +xi=9xs+2 (9) 
无 整数 解 。 这 是 因为 对 (9) 取 模 3 知 x1+ xXx, 二 2(mod3)， 故 
有 三 种 情形 ，1) x 二 x, 二 1(mod3); 2) x1 三 0(mod3)， 
Xs 三 2(mod3); 3) x 三 2(mod3)，x; 三 0(mod3)。 在 1) 时 
xi 三 x} 三 1(mod9), 故 对 (9) 取 模 9 得 ,2+3x?x, 三 2(mod9)， 
此 推出 xixs 三 0(mod3) 与 x 三 Xx, 三 1(mod3) 艺 盾 ， 在 2) 
时 xi 志 0(mod9);x} 志 8 三-1(mod9) 和 和 3%iX, 三 0(mod9)， 
故 (9) 给 出 ~-1 三 2(mod9)， 此 也 不 可 能 ， 在 3) 时 ， 与 2) 类 
似 ，(9) 仍 无 整数 解 。 
由 (9) 可 知 方程 
xi+3xixs*+xi=9xs 一 2 (10) 
也 无 整数 解 。 这 是 因为 (10) 可 化 为 . 
(—X1) +3(~ Xx) (~ xX.) + (~ XxX) =9(— xs)+2 
利用 方程 (9》 和 和 (10) 的 结果 可 以 推出 ， 方程 
Xi+3X%IX,+ Xi}= (9at2)x;i (11¥ 
仅 有 整数 解 x = x,= xs= 0。 这 个 结果 的 证 明 不 难 ， 例 如 ， 
除开 x1= x;= x,=0， 对 方程 (11) 可 不 失 一 般 地 设 (x 1 %，， 
Xs)=1。 当 xs 圭 0(mod3)》 时， 方程 (11) 推出 x 三 x;s 三 0 
(mod3)， 与 (xXx1，Xs，Xxs)=1 矛 盾 ， 而 当 xs 三 土 1 (mod3)- 
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时 ，(11) 的 右 端 == 土 2L(mod9)， 故 由 (9) 和 (10) 的 结果 知 、 
(11) 不 可 能 。 
有 些 三 次 委 番 图 方程 还 需要 取 模 7 ， 例 如 方程 
Xi+2=7x, (12) 

没有 整数 解 。 这 是 因为 xi 三 0， 圭 1(mod7)。 利 用 (12) 的 结 
果 ， 可 以 证 明 方 程 

Xi+2x2=7(xi+2x;) (13) 
仅 有 整数 解 x 1 = x, = xs= x4s=0。 因 为 除 X1= Xx2= xs = X= 
0 外 ， 可 设 方程 (13) 的 解 满足 (x1，x，，%xs，x4)=1。 
如 果 7+x， ， 则 x 三 土 1 (mod7)， 所 以 (13) 推 出 ( 士 x1) ?+ 
2 三 0(mod7)， 由 (12) 的 结果 知 , 这 是 不 可 能 的 。 如 果 71x，， 
由 (13) 推 出 7|x1!， 可 设 x ,=7y1， xz =?72a 代 入 (13) 式 得 出 

72(y1+233) = X3 二 2x3 
由 前 类 似 可 知 ， 上 式 给 出 71x4，71xs， 这 与 (xi，xs，xasy 
Xx4)=1 蔬 盾 。 

3。 选择 模 p (p 为 奇 素数 ) 。 这 种 模 的 选择 ， 主 要 依 

据 二 次 剩余 、 三 次 剩余 和 四 次 剩余 的 一 些 熟 知 结果 。 例 如 ， 
设 a 无 平方 因子 ， 且 a 食 有 4& + 3 形 的 素 因子 ， 则 方程 

oxiI+x?l=ax? (14) 
仅 有 x1= x = xs= 0 的 整数 解 。 因 为 除 x1= x,= xs= 0 外， 
可 设 方程 (14) 的 解 清 (X1, X2, xs) = ]。 又 击 c 间 有 素 因 
子 p 三 3(mod4) 知 ，(14) 给 出 

XxX 三 ~x?i(modp) 

由 于 p|x; 推 出 p|x,,p |ax3。 又 a 无 平方 因子 ， 故 p|xs, 己 
《xi，X2z， Xs) 二 1 矛盾 。 故 p+x 1x;，， 上 式 给 出 


-3D 
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这 不 可 能 。 其 中 {9 ) 表 勒 让 德 符 号 。 


2 pil z 
根据 ) = -1) 5 ”， 与 上 而 类 似 地 有 方程 


xi 一 2x3=aix3，ai 无 平方 因子 

和 和 
xi+2x3=azxs， as 无 平方 因子 

均 仅 有 整数 解 x ,= x，= xs = 0。 其 中 ao 含有 素 因子 p 三 土 3 
(mod8)，a;s 含 有 素 因 子 p 三 5，7 (mod8)。 

对 于 三 次 、 四 次 的 丢 番 图 方程 ， 常 常 需要 三 次 剩余 和 四 


次 简 作 的 某 些 结果 。 我 们 知道 ，& 次 剩余 符号 (定义 为 
设 &>>1，p 一 1=khq， 这 里 p 是 奇 索 数 ， 则 有 (3) = Co， 
这 里 (0) ,表示 a 模 p 的 绝对 最 小 剩余 ， 即 (a),E{- 卫 3 一 ， 


01 了。 对 于 &= 3，4 时 有 以 下 几 个 


2 
常用 的 结果 : 
1) 设 p 三 1 (mod6) ， 则 


(?). 一 1 万 之 存在 整数 4， v 使 得 p 一 1 人 2 十 270?。 


2) 设 p 三 1(mod8)，p=a?+6b*，4|ju， 则 
2 四 a 
(29) CD 
yy i -1Y_ /二 
3) 设 p==1(mod4)， 则 (一 ) = 1) “ 。 
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利用 1) ~3)， 我 们 来 求解 几 个 丢 番 图 方程 。 

例 1 设 p 为 奇 素数 ， 则 方程 

“i=2x3+ pr} , (5) +1 G5y 

仅 有 x =x, = x:= 0 的 整数 解 

证 除去 x1=x,=xs=0 后 ， 可 设 方程 (15) 的 解 满足 
(x1，X，，Xs)=1。 于 是 (15) 取 模 p 得 

xi=2x; (modpb) 。 

显然 ， 如 p|x;,， 则 plx1， 推 出 p|xs, 与 (x1，X:,X3)=1 
了 矛盾。 所 以 ptx1x,， 上 式 给 出 


的 


这 不 可 能 。 
例 2 设 奇 素数 p=a?*+b*， 且 a 三 4(mod8)， 则 方程 
X1=2x1+ px Xixsxs EO (16 
没有 整数 解 。 


证 对 (16) 取 模 p 得 
XxX! 三 2x1 (modp), 
而 由 (16) 可 见 ， 不 妨 设 p+x1x,， 故 上 式 给 出 i 


-人 -cos 
此 不 可 能 。 


例 3 设 素数 b=1(mod8)， 且 (之 ) 1， 则 方程 ， 


ai tl px (17) 
无 整数 解 。 
证 可 设 x1=2: ss 24%4， 则 对 (017) 式 取 模 x 得 1 二 pp 
x2(modxs)， 此 即 


15. 


1= [人间 - (#2)= (的 小 - 
(* )=(2°)=( 和 )=1。 


是 知 ， .存在 整数 使 得 8: 二 x 1,(mo4p)， 再 对 (17) 取 模 p 得 
2kt+1=0 (modp), 


-1 2k4 
(=) ,+ 
这 证 明了 我 们 的 结论 
还 有 一 些 题 目 ， 需 要 用 到 二 次 互 反 律 。 例 如 ; 证 明 方 程 
xi+ gxi=p，p，9 是 素数 (18) 
在 p 二 3 (mod4)，g 大 1(mod4) 时 无 整数 解 。 从 (18 汪 :可 知 


全 (3 i 
-GO 
矛盾 。 


由 上 面 地 讨论 可 见 ， . 从 总 同 作法 可 以 用 玉 耕 定 于 大 图 方 
程 无 解 ， 也 亲 用 来 得 出 丢 书 图 方程 仪 有 零 解 。 尖 于 于 天 图 方 
程 


此 给 出 


f(x1, mw， Xs)=0 a9) 
选择 适当 的 模 M>1， 可 以 通过 解 间 余 式 
f(x1, pm， YX)=0. 人 (modA) (20) 


来 判断 (19〉 是 否 有 解 。 这 是 因为 显然 有 如 下 的 定理 。 
定理 ”如 果 委 番 图 方程 (19) 有 整数 解 ， 则 同 余 式 (20) 
必 有 解 。 
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我 们 也 看 到 ， 这 个 定理 的 逆 一 般 是 不 成 立 的 。 即 同 余 式 
(20) 有 解 ， 〈19) 不 一 定 有 整数 解 。 例 如 ， 设 p，g 均 是 


奇 素 数 ， p 夺 4g Be ) = 1， 则 同 余 式 


—- gxi 三 0 (modp) 
有 和解， 但 xi ~ qx? = 0 没有 整数 解 。 


习 是 
1。 设 1) a 三 b 三 c 二 1 (mod2) 和 c=pE=c (mod4) 或 
2) 邓 =b=c c=1 (mod2) 和 b+ c 三 a 或 4 (mod8) ， 证 明 
丢 番 图 方程 


axi+bxi+cx}=0, 0bc 二 0 

仅 有 整数 解 x ,= x, = xs= 0。 

2。 设 a+b 三 0(mod2)，cd 三 1(mod4) 和 hk 三 1(nmt0d2)> 
证 明 丢 番 图 方程 

(ax?+hx2)*— 2hk(cxi t dx2):= Xx? 

仅 有 整数 解 x ,= x, = xs = 0。 

3。 证 明 丢 番 图 方程 15xi - 7x 3 = 9 无 整数 解 。 

4。 证明 委 番 图 方程 x1+2x3+T4X3+XIX2Xs=0， 
xixaxXs 志 0 无 整数 解 。 

5。 设 素数 p 三 1(mod8) 且 p=a’*+b’, a 三 4(mod8), 证 
明 丢 番 图 方程 x1= pxi+2x3 仅 有 整数 解 x ;= x,= xs=0。 

6。 证 明 丢 番 图 方程 y* = x ”+7 以 及 y*= x 一 3 均 无 整 
数 解 。 
7。 证 明 丢 盔 图 方程 3* + 47 = 5" 仅 有 正 整 数 解 x= y = 


2=2。 
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$2 分 解 因 子 法 


分 解 因子 法 ， 是 将 所 给 的 丢 番 图 方程 经 过 整理 ， 化 为 
. flx1, MXn) = 万 y" n>1 (1) 
然后 分 解 / 为 两 项 乘积 形式 ， 即 /= ff;。 则 根据 叭 一 分 解 
定理 ， 由 (1 ) 得 到 
fi=D1i»yi1, 六 = 

其 中 Dy"= D1,D,(y1y;)"。 这 样 可 使 问题 得 到 简化 。 例 
加， 著名 的 Catalan 方程 

YX2 一 1= yy" 1 之 3，YXy 志 0 (2) 
在 2|x 时 无 整数 解 。 这 是 因为 (2) 可 化 为 (x 一 1)(x+1)=y"， 
而 在 21x 时 (x-1，x+3)=1， 故 有 : 

一 1= yl l= 

此 给 出 i i - 
2=y2— Y= (yz 一 yy3 + + yi )>2, 
区 论断 正确 ,现在 我 们 举 一 些 例子 ,以 说 明 这 种 方法 的 用 法 。 


例 1 丢 番 图 方程 
x2+ y=2, x>0, y>0, 2>0 (3) 
芍 全 部 整数 解 可 表 为 ( x，y 可 互 换 ) 
x=2abd, y= (a*~b’)d, z= (a*+b’)d (4) 


其 中 d 是 正 整数 ，a>0>>0，(c，5) = 1 且 a，5 一 奇 一 偶 。 
证 设 (x，y)=d， 则 (3) 给 出 d|z。 故 可 令 x=dx,， 
2 二 dy1， z= dz,， 这 里 x,，y ,和 2z, 均 是 正 整 数 。 于 是 方程 
(3) 化 为 
Xi+y1=28 (X15:)=1,x1>0,71>0,21>0 .(5) 
由 于 x,,y1 同 奇 由 (5) 推出 zf = xi+ yf 三 2 (mod 4) 的 矛 
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盾 结 果 ， 故 可 设 x,，y: 一 奇 一 个 ， 令 x ,为 偶 ， 则 出 (5) 化 将 
0 


出 于 (人 9 了 2)= (21, V1)= (yi19 X1)=1。 故 


(6》 给 出 
1 二》 2 217 -pp? 


2 ? 2 ， 2 
这 里 a>6>0，(a，5) =1 且 a,，6b 一 奇 一 偶 。 由 上 式 解 出 
x1=2ab, yi1=a’-b’, 21=a*+b°。 这 就 证 明 由 (3) 可 
推出 (4) 。 
反之 ， 容 易 验 算 (4) 满足 (3) 。 证 毕 。 
例 2 于 番 图 方程 
x+ 一 2 =1 (7) 
仅 有 整数 解 x= 土 1，y = 0。 
证 由 (7) 显然 2?x，2|y。 故 《7) 可 整理 成 


(CC 区 -的 ， ce 


X2 一 1 x?*+1 


因为 ( 乞 了 1， ; )= 1 目 忌 “十 1=1 (mod2), 故 8》 


! = ab, 


2 


一 1 
=y1， .3 =2yi，y=23713y29 


这 里 〈《y: y2)=1。 由 区 村 = 2y3 知 x2 一 493= 即 有 

x+2y= 寺 1 x 一 2ys 三 土 1， 推 出 x = 十 1 y, = 0。 从 而 

y=2y1y2 = 0。 证 华 。 | 
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例 8 设 p 是 一 个 奇 素数 ， 则 丢 番 图 方程 


dx*— py:=1 (9) 
除开 p=3，x=»=1 和 p=7，x=2，y=3 外 ， 无 其 他 的 正 
整数 解 。 
证 所 给 方程 化 为 


(2xX2 一 1)(2X2 十 1)= 力 y29 
由 于 (2x?* 一 1]，2x?*+1)=1，p 是 一 个 奇 素数 ， 故 上 式 给 出 
2xX ?十 1= 力 y?，2X2 干 1= yl, y= yya (10) 
其 中 (y1，ys)=1。 由 (10) 的 前 两 式 得 
4x?= pyi+yY, 


此 式 可 整理 成 
(2xt ys) 2x— ye)= py? (C11) 
外 于 (2x+y，2x-yz)= (x，y;)=1， 故 (11) 式 给 出 
2x+ y= py 2x 和 y=y4 yi1= ys349 (12) 


其 中 《 y;3，y4)=1 。 由 此 解 出 = 2 V1= ysy4y 
代入 10) 的 第 一 式 得 


7 十 
2 ) +1= py4y, 
由 此 整理 得 . 
2 3y 2 
y1 -2( #2 7) = 十 1。 (13) 


93— 3y? 


取 “+? 号 时 ， 由 例 2 知 (13) 式 给 出 ”3 = 1， 和 


0， 即 给 出 方程 9》 的 正 整 数 解 p=3，x = y=1， 取 “- 
号 时 ， (13) 是 方程 x* + y=22, (x, 的 竺 殊 情 总 。 


由 83 的 例 3 知 ，(13) 给 出 y=1，?2 生 Yi = 士 1 ， 此 给 
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镍 方程 (9) 的 正 整 数 解 p=7，x=2，y= 3。 证 毕 。 
例 4 于 番 图 方程 
Xs—1=2y’ (14) 
仅 有 整数 解 x=1，y=0。 
证 显然 ， 若 (14) 有 另外 的 解 ， 可 设 x>1，y>0。 
改写 (14) 为 
(x—1)(x tx+1)=2y? (15) 
因为 (x 一 1，x?*+x+1)=1 或 3 且 由 (14) 知 2+x， 故 (15) 
给 出 
XxX—1=2yi,x +x+t1= yi, y= yyy.)1>0,7,>0, (16) 
或 
XxX—-1=6yi, x +x+1=3yl, y=3y1ys, 1>0, y:>0, 
(17) 
其 中 (yyy:)=1。 由 (16) 的 第 二 式 得 (2y,)?= (2x 二 1)2 十 
， 此 即 〈2y:-2x=-1) (2ys*+2x+1)=3， 由 此 知道 y* = 
1，Xx=0， 与 x 之 1 矛盾 。 . 
对 于 (17) 式 ， 将 x=36y?+1 代 入 x*+x+1= 3 得 
(2y,)*~—1=3(4y?+1)?, 
此 式 可 整理 成 
(2y2—1)(2y, +1)=3(4y?+1)’, 


故 得 出 . 

27y:--1=37y3 2ya+1=y4y1+1= ysy4 ys>0,74>0, 
(18) 

或 

2ys—1= 14,2 +1=3y4,4yi+1= yy y:1>0,4>0, 
《187 


其 中 (ys，?y4)=1。 对 于 (18) ， 由 4y?+1=y3y4 知 2+ 
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ysy4， 故 由 2y,， -1=3y? 寺 3 (mod8) 知 2y; 三 4(mod8)s 
但 由 2y,+1= yi 二 1 (mod8) 知 2ys 三 0(mod8) 。 故 (18) 
不 可 能 。 

现在 来 证 明 (19) 也 不 可 能 。 由 (19) 的 前 两 式 得 y# - 
3y4= 一 2， 故 由 4y?+1= ysy4 得 出 

8y1=2y3%4 -2=2y3y4 + VI— 3y? 
= (ys ~ Y4) (ys + 3y4), 

因为 从 4yi+1= ysy4 知 y; 三 yy (mod 4), 改 上 式 即 为 上 


2 
YN _ 2 2) 
2 ( 2 J =( 4 ( 1 J (20> 


而 ( 3 二 2 ， 4) = (0, ys)=1， 故 〈20) 给 出 


ys 一 了 十 3 

二 2 ， 了 3 2 = y2, ys>0,y6>0, G4y 
或 

TY 2 Vs 十 37 . 
二 二 =y;, yo, ys>0,ye>0, (22) 


其 中 y, =2ysyes 且 (ys， Ye)=1。 由 (21) 解 出 ys= y6+- 

6y;，y4 = y6 -2y;， 代 入 yf -3y?= 一 2 得 
y6-12y1y6—12y!=1 

由 此 整理 成 

: - 438 一 3(78+2378)2= 1， 

此 由 例 3 知 仅 有 »8 = 1， 2y6+2373=1， 推出 y=0， 与 假设 

?>0 矛盾 。 

同 理 ， 由 〈22》 解 出 ys = 2y3+3yS， y4=236 一 3 

代入 y3-3y31= -2 得 

4y6 -12y8y3— 3yt=1 
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特此 整理 得 
16yé— 3(yi+2y6)"=1, 
但 对 此 取 模 8 知 仍 不 可 能 。 证 毕 。 
分 解 因子 法 ， 是 一 种 技巧 性 很 强 的 初等 方法 ， 很 多 步 又 
上 的 想法 都 是 跳跃 性 的 。 由 于 这 种 方法 的 实质 ， 是 把 丢 番 图 
方程 不 断 展开 ， 化 为 容易 处 理 或 有 熟知 结果 的 方程 ， 因 此 使 
用 这 种 方法 常常 需要 有 这 方面 较为 丰富 的 知识 和 经 验 。 
最 后 ， 对 于 一 般 的 委 番 图 方程 
f(x1, ,X= gy my)， (23) 
如 果 f 和 9 都 可 分 解 ， 令 
f=f1f:, g=g919s» 


则 在 g, 寺 0 时 ， 可 令 f1=4g1，4= 户 ，(a，6)=1， 代入 


(23) 得 g, = 4 了 ,，， 于 是 把 (23) 化 为 解 方程 组 *- ，.… 
bfi=agi, af:s=.bg;o 本 

利用 这 种 方法 可 以 求 出 方程 〈23) 的 全 部 解 ， 也 可 用 来 构造 

方程 〈23) 的 部 分 解 。 例 如 求 方程 


2 二 二 2 (24) 
的 整数 解 。 由 
(尼子 )4+(YZ)4+(XZ)4= 到: 
整理 得 
YX*+2)=W:- XIZ= (WW -XZ) (WW + XZ!), 
令 


到- 和 2Z2= 1474， 了 + 天 2Z22= (Xt+2), 


消去 玉 得 
XtrZL*~2AX2 = A2Y 
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令 4=1; 上 式 给 出 (X2-Z2)2= 了 4 ， 即 X12Z2=Y? 
(或 X?-2Z?= 了?)， 于 是 由 例 1 知 
X=(ar+tb)d, Y=2abd, Z=.(a’:- bd; 

这 样 ， 我 们 可 得 出 方程 24》 的 部 分 整数 解 如 下 ， 

X= XY =2ab(at 46) d’, 

y= YZ=2ab(a’— bd’, 

z= XZ=(at-b*)d’, 

w=W=Y + X22= (16atb t+ (ao 一 b4)2)cd4 。 
下 面 我 们 给 出 用 这 种 方法 求 出 所 给 方程 的 全 部 解 的 僻 


子 。 
例 5 于 番 图 方程 
Xit tA Xe X00) = ln >1, XO 
(25) 
的 全 部 整数 解 由 下 起 给 出 , ，， 


dxi=2X Xl 0 1), 
dxs= XIXI- 
dx= XI+XIt n+, . 
这 里 (天,，…， 针 ,)=1，d 之 0 使 得 C(x，…，x,)=1 。 
证 设 
Xi1=tXI, Xi 
则 (25) 式 给 出 


tN t NI)=x -xi= (XXX，) (XxX+Xn)o 


令 x+xs= 和， 一 = 于 《全 + + 证 人 |)， 这 里 4= 


XX 

DO ， (X,, 6b)=1。 于 是 
bl(x+xs)= Xt, Xx x) = 6XI+t + 
24 


bx+x:)= 卫 ,ft 知 5bIt， 令 1= bt!,， 则 有 
Xi= Xi- x, (xx)=0t (XI t+ X41)e 
访 卫 ;=b6X I (i=1，…，# 一 1)， 则 有 
x;=bt X=tX;: (i=1, ,1-1), 
{1 (Xit + X11)=2XX.,, 
f (KI RI- XL )= XX,, 


Xu 1 Xn 


1 Nr 
2 六 ， 2X, ,万 ， RIN 


一 
人 
得 此 即 得 (25) 的 全 部 解 公式 ， 证 毕 。 
这 个 例子 的 一 个 简单 情形 是 n= 2， 即 方程 
XI+XI=X, (x, X22)=1 
的 全 部 解 可 来 为 - 
dx,=2X,X,, dx%,= Xi~-XI, dx= Xi+X!, 
其 中 (X，X)=i。d>0 使 (x1，%x2:)=1, 敬 d=- 
(2X XXX =1， 这 就 给 出 例 1 的 结果 。 


习 题 

1。 求 出 丢 番 图 方程 Xx: +2v :=z* 和 x*+y*=22? 的 全 
部 整数 解 。 | 

2。 证 明 丢 番 图 方程 x*+1=2y* 仅 有 正 整 数 解 x= y= 
1 和 x = 23, 三 78 。 

3。 证 明和 扫 和希 图 方程 x“ 一 8y*=1 仅 有 正 整数 解 x- 3， 
y= 1。 | . 
4。 设 p 是 奇 素数 ， 则 丢 番 图 方程 4%4- py* =1 仅 有 正 
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整数 解 p=5,，x=3,，y=4 和 p=29,，x=99，y=1820。 
5。 证 明 丢 番 图 方程 x -2y*=1 没有 正 整数 解 。 
6。 设 九 >2 不 是 平方 数 ， 且 刀 不 被 3 或 6&+1 形 素数 整 
除 ， 则 如 下 于 番 图 方程 均 仅 有 y=0 的 整数 解 : 
X3 士 1= Dy’, 
x 十 1=3Dy?。 


33 无 穷 递 降 法 


无 穷 递 降 法 是 费 马 创立 的 一 种 解 琉 番 图 方程 的 方法 。 设 
有 方程 
fx > X17)=0, x;>0 (=1, ,1), (1) 
无 穷 递 降 法 是 说 ， 假定 (1) 有 一 组 正 整数 解 xo， Xs 
(1) 可 推出 (1) 必 有 正 整数 解 x4，…，x5 县 X11 之 x 
出 xi， 一 ，z94 :是 (1) 草 王 整数 解 ， 又 可 推出 x9，…，,x9) 是 
(1) 的 正 整数 解 ， 且 x 和 ?<<x11。 这 个 手续 可 以 一 直 做 下 去 ， 
得 出 (1)? 的 无 穷 多 组 解 ， 二 有 正 的 无 从 递 降序 列 
x > > > 
但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 x 是 有 限 的 。 这 个 矛盾 是 由 我 们 候 
定 (1) 有 一 组 正 整数 解 造 成 的 。 
在 实际 使 用 无 穷 递 降 法 时 ， 常 假设 (1) 的 全 体 整数 解 
中 有 一 组 使 得 x ,= x1 为 最 小 ， 推 出 (1) 的 另 一 组 正 整数 解 
中 xi: = xi<xX4) 从 而 导致 矛盾 。 
例 1 于 番 图 方程 
Xe+ y=22 (2) 
仅 有 xy= 0 的 整数 解 。 
证 显然 ， 方程 (2) 除 xy= 0 外 ， 不 失 一 般 设 x>0， 
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y>0，z>0， 这 里 (x，y) = 1 是 (2) 的 解 中 使 z 为 最 小 的 那 
组 解 。 于 是 由 82 的 例 1 可 知 ，(2) 给 出 (不妨 设 2|y ) 
x*=a*-b:, y=2ab, z=a?:+b’, 
其 中 e690，(a，4) = 1， 且 ca，0 一 奇 一 偶 。 由 于 x“ = Ga 一 
5b?，2+Xx、 所 以 2+a，21656。 故 由 x ?+b*=a? 可 得 
x=p’~q’, b=2pg, a= p+g’, 
其 中 b> q9>0，(b，9)=1 且 b，9 一 奇 一 偶 。 于 是 
»*=2a6= 4pg (p’ + 9’), 
由 《p，q)=1 知 ，(p，p:+g )=《(g，p*+9g’)=1， 故 上 
式 给 出 
p=r’, q9=s’, pr+q’ =2i,7>0,s>0,2,>0, (r,s)=1, 
由 此 推出 
六 + =21, 7>0, s>0, 21>0, (r,s)=1, 


由 于 0<z, = wa <z， 与 z 的 假设 矛盾 。 证 毕 。 
利用 例 1 很 容易 推出 82 的 例 2?， 即 于 番 图 方程 
XxX*—2y:=1 
仅 有 整数 解 x = 土 1，y = 0。 这 是 因为 由 x+4-- 2y2= 1 可 整理 
成 
x + y= (y+1)’, 
例 2 天香 图 方程 
Xt— y=2, (x, y)=1 (3) 
仅 有 整数 解 x* = y*=1 和 x?*=1，y=0。 

证 除 x*=y*=1 和 x*=1，y=0 外 ， 可 设 (3) 有 解 
X>0，y>0，2>0， 且 x 是 所 有 解 中 最 小 的 。 显 然 2+x 且 y 
是 奇 或 偶 。 

如 果 y 三 1(mod 2)， 则 由 (3) 得 出 
X GT+b25 3y2=02 一 02 z=2ab, (a, b)=.1,0>6>0, 
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从 而 
X2y2=ad4-D，(a，D)=1， 
这 是 (3) 的 一 个 情形 ， 但 0<c<x， 与 Y 最 小 矛盾 。 
如 果 y 三 0 (mod2)， 则 由 (3) 得 出 
X=a*+b’, vy*=2ab, (a, 6)=1, a>0, b>0, 
其 中 不 妨 设 a 圭 0 (mo: 2),，0b 三 1 (mod 2)。 1 于 vw?= 220， 
Ca，6)=1 知 
a=2p’*, b= g’:, (p, 9)=1, p>0, gq>0 
代入 x2=az+pb2 得 
X=4pi+q*, (p,q)=1, 
由 此 甸 
四 2 =7S，02= 六 一 3 (r, §)=1, r>s>0, 
但 由 b2: =rs，(r，S)=1 推 出 = 妇 ，S=D2，(b v)=1, 
4>0，2>>0， 故 
i Gd 二 /2 一 3 一 0 
但 0<4u= wr 万 p 过 x， 仍 与 x 为 最 小 矛盾 。 证 毕 。 
由 这 个 证 明 过 程 可 见 ， 丢 番 图 方程 
4X4+%4=2Z2， (x, y)=1 (4) 
仅 有 整数 解 x*=1，y=0 和 x=0，y?:=1。 此 外 ， 由 方程 
(3) 的 结果 还 可 推出 。 


例 3 于 番 图 方程 
xX +y =22, (x, Y)=1 (5) 
仅 有 整数 解 x: = y?=1。 这 是 因为 (5) 式 可 整理 成 


4 4 
4 .4.4 ) 
2 XX 三 ( 2 o 


例 3 的 一 个 特殊 情形 是 ， 方程 x* -2y?= -1 仅 有 整数 解 x? = 
多 =1 。 这 个 结果 在 研究 其 他 一 些 丢 番 图 方程 问题 时 常常 


28 


用 到 。 
无 穷 递 降 法 在 早期 研究 丢 番 图 方程 
x +hkxiy + y=22, (x, y)=1 (C6), 
站 起 过 重要 作用 。 例 1 给 出 了 方程 (6) 在 &A= 0 时 的 结果 ， 利 用 
例 3 我 们 还 可 以 推出 g&= 6 的 情形 。 
例 4 设 &=6， 则 (6) 仅 有 整数 解 x:=1,y=0 和 x=0， 
y=1。 
证 在 8= 6 有 时， 方程 (6) 即 为 
Xt+t6xy +y =2, (x, y)=1 (7) 
设 方程 (7) 有 x>0，y>0 的 整数 解 ， 令 
X+Y=U XX—Yy=U, 
解 出 x =<2 ， y= 3 代入 (7)， 整 理 得 
4+v =22z?, . 
此 由 例 3 知 如 =v?， 所 以 x=0 或 y=0， 证 毕 。 
例 5 设 &= ~6， 则 (6》 仅 有 整数 解 x*=1，y=0 和 


x=0, y=1。 | 
证 在 &= -6 时 方程 (6) 化 为 
xX ~6x y+ y=2, (x, y)=1 (8) 
如 果 (8) 存 在 另外 的 解 ， 不 妨 设 x 之 yy 之 0。 由 方程 (8) 整 理 成 
(X 2 一 32 二 2)(X2 一 y2 一 2z)= 4X2y2。 (9) 


我 们 来 证 明 (x”~y?+z，z? 一 y* 一 2)=2。 首 先 ， 由 
x‘ 一 6x*y?+ y=2?,，(x，Y)=1 知 x， 不 能 同 奇 ， 因 不 
然 有 x“ =》 =T (mod 16)，-6x’y: 三 ~6 (mod16)， 故 
2 =2% 一 6x2y2+yts 一 4 (mod 16)， 这 不 可能。 于 是 知 
x，Jy 一 奇 一 偶 ， 因 而 z 三 1 (mod 2)。 设 (x?-y:+z， 
2 20=d， 显然 ?1d，d12z。 如 果 d 有 奇 素数 因子 p， 
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则 如 jd， 刀 |z。 由 必 |x2 一 2 二 2 及 (9》 知 p|x? 一 y?，p|xy> 
推出 pl|x，ply， 与 (x，y) = 1 矛盾， 于 是 dg = 2。 由 x>y> 
0 知 ，(9) 式 给 出 
| x2 y+2=20l, Xl— yz2=20, xy=ab, 
其 中 〈a，5) = 1，a>>0，5>>0。 由 此 可 得 
x*- y=a:*+b’, xy=ab, 
故 
(x2t YI) = (x oy +d4x y= (a +6):+ dab’ 
= at 十 6a202 十 日 4， 
此 由 例 4 知 不 可 能 成 立 。 证 毕 。 
例 3 一 例 5 都 是 例 2 的 推论 。 
最 后 ， 我 们 用 无 穷 递 降 法 解决 方程 (6 ) 当 &= 土 1 时 的 情 
形 。 
例 6 委 番 图 方程 
Xx y+ y=2:, (x, »y)=1 (10) 
仅 有 整数 解 x*=1，y=0 和 x=0，y’*=1。 
证 设 (10) 存 在 xy 三 0 的 整数 解 ， 可 设 x>0，y>0， 
2 三 1 (mod 2) 且 y 是 所 有 解 中 最 小 的 。 由 (10) 整 理 得 4z? -- 
(2x?+y*)*=3y*,， 即 
(22+ 2x*+ yy)(22— 2x7— y:)=3y4 《117) 
由 C(x，y)=1 易 知 (2x:+y2，3y)=1， 故 (2z 二 2X2 二 32 
2z 一 2x” 一 y*)=1。 于 是 (11) 给 出 
22+2x% + Y=a, 22—2x:— y=36, y=ab, (12)， 
或 
2z2+2xX7+ y=3a4, 22— 2x2:— y=b, y=ab, (13》 
其 中 ao>0，p0>0 且 (a，65)=1。 由 (12) 知 
4x*=at—3bt—-2y*=at— 2ab?— 3b4, 
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中 ys1 (mod2》 知 2+ab ， 故 上 式 给 出 4x:2 三 -4(mod16)， 
这 不 可 能 。 而 由 (13) 得 
4x’=3a*—2a’b*—-b*= (a*—b?:)(3a? +b°), 
了 由 于 x>>0 ， 故 上 式 给 出 
a2 一 b2= co 3a2 十 b2=4d2 
县 因为 2ta9b5，(a，6)=1， 故 由 a”-6b*=c? 可 得 
a= +9 b=p*- gq’, p>g>0, (p, 9q)=1, 
代入 3a*+60:= 4d? 得 出 
p+p’q’+q’=d’, 
这 给 出 p，g，d 是 方程 (10) 的 解 ， 且 0<p < a,0<g< 
-Va 推出 0<<p<y，0<4 一 y ， 与 y 是 所 有 解 中 最 小 的 假设 
矛盾 。 证 毕 。 
例 7 于 番 图 方程 
X4--X2y2+y4=2z2 (x, y)=1 (14) 
仅 有 整数 解 x?=1，y=0，x=0，y’=1 和 x*%y? = 
证 (14) 可 整理 成 
(X2 一》2)2 十 X2y2= 2z2。 (15) 
情形 1，x, > 一 奇 一 偶 ， 则 除去 x = 0，y?*=1 和 x?*=1， 
=0 可 设 x>>y>>0， 且 xy 是 (14) 所 有 正 整 数 解 中 最 小 的 。 
于 是 (15) 式 给 出 
xX:— y=a-b’, xy=20b, (a, b)=1, a>b>0, (16) 
设 d,=(x,，5b),，d, = (y，a)， 则 
X=adiXi b=dib,, y= dy1s a= da X11=20101s 
因为 (x1，61)=1，(y1，a1)=1， 所 以 (x1, 1)= (2a1s 
b1) 或 Cais 2D 1,)。 因此 
X=2a1d1, pb=dibp y= db', a= dsai, (17> 
或 
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x=aildi， b=dibi, y=2d:pa=dsclio (18) 
把 (17》 代 入 (16) 式 ， 则 有 
daidi— dibi= diai~— dibi, 
整理 得 
di(4at+b6i)= di(at +6!)。 (19) 
因为 a?+65? 寺 0 (mod 3) 和 (a1,601)=1， 故 (4a?+bi， 
Li+bi)=1。 所 以 (19) 给 出 
al + bli=4, dai+bi=v’。 
对 上 两 式 不 妨 设 2+6， (因为 215, 时 ， 令 5,=26b1， 则 上 两 式 
化 为 ci+ 4b1?=w*?，af +61?= (也 ) ”于 是 从 4af + b=02 
可 得 a,= pq,0,=p?-gq?, 代 入 a?+bi=4? 得 p*~p2qg?+ 
gq‘=4:。 但 pg=a, 志 a 志 2 二 xy， 且 p，4g 一 奇 一 偶 ， 矛 
盾 。 
再 把 〈18) 代入 〈16) 式 得 
aid?— 4dibi= dis?— dib?, 
推出 
di(ai + b1)= di(ai+461), 
此 与 前 类 似 ， 仍 不 可 能 。 
情形 2，x，y 同 奇 , 则 除去 x ?= y?=1 可 设 x>y>0。 
由 〈15). 给 出 
XxX:— y=2ab, xy=a:~b:, (ea, 6)=1。 


其 中 a,， 6。 一 奇 一 和 偶 。 于 是 推 得 
2 


此 由 情形 1 的 讨论 知 不 可 能 。 证 毕 。 
由 例 7 可 推出 ， 丢 番 图 方程 
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X4T14X2y2+y zz2，(Y，y)= 工 (20) 
仅 有 整数 解 xy = 0， 土 I。 这 是 因为 , 令 X+y=4,%X~y=b， 


—b 
则 =“ ，w=93 代入 (20) 得 
00202042 (21) 
由 于 a，5 同 奇 同 偶 ， 放 (a，05)=1 或 2。 在 (a，0)= 1 时 ， 


2 b? 
让 出 7 知 仅 有 a*=67=1。 从 而 给 出 xy=”7 ”=0。 而 
在 (a，25)=2 时 ， (21) 化 为 ， 
as avarbNa /bY /2 
LS -人 (人 人 ) + ={ ， 


| 2 7/ 


所 机 A a 二 二 6 “_ 7 
帮 由 例 7 知 仅 有 ( 1, 2=0;.0=0, (,» ) 1 和 


(24) =(2 1 =1。 此 分 别 给 出 x#y=1， 一 1 和 0。 
习 昌 

1。 证 明 丢 番 图 方程 x' 一 y= 2z? 元 z+0 的 整数 解 。 

2， 设 p 是 奇 素数 ， 有 日 p 三 二 3 (mod 8)， 则 备 番 图 方程 
24+20y4=22，(xX，w)=1，v 志 0 无 整数 解 。 . 

3。 设 p 二 3 (mod8) 是 奇 素数 ， 证 明 丢 番 图 方程 x = 
y4+ pz? 无 z 寺 0 的 整数 解 。 .| 

4 。 证 明 丢 番 图 方程 Xx?+ y+'z= 0 无 xy2 寺 0 的 整数 
解 。 | 


$4 比较 素数 得 法 


比较 素数 军法 ， 是 在 有 闭 图 方程 两 端 比 较 某 素数 的 最 
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高 方 赛 ， 以 此 来 导致 矛盾 。 例 如 ， 设 有 丢 番 图 方程 
jx Xn)=g(7 my) (1Y 
对 某 素数 p， 如 果 我 们 能 够 证 明 pf，p g， 且 s 志 1 ， 则 
方程 (1) 无 整数 解 。 或 者 把 方程 (1) 变 形 为 
J -9=0， (2) 
左 端 p (f/f ~ g)，s 是 一 个 有 限 正 整数 ， 而 右 端 是 9， 从 而 导 : 
致 矛盾 。 
这 种 方法 实际 上 也 是 一 种 同 余 法 。 例 如 ， 如 果 沁 :‖ (一 
g) ， 则 对 方程 (2) 取 模 p''! 可 导致 予 盾 。 但 比较 素数 宪法- 
毕竟 给 我 们 提供 了 一 个 解决 问题 的 思路 。 
例 1 丢 番 图 方程 
| X2 十 1=47y 《3 小 
无 整数 解 。 
证 由 (3) 显 然 2+x， 故 21x2:+1。 因 此 比较 (3) 式 两 端 
含 2 的 方 寡 知 ， 方 程 (3) 无 整数 解 。 
例 2 设 5 为 奇 素数 ， 则 丢 番 图 方程 


.XY _ ， 
XxX—y =p' 2z, (x, yy)=1 《4 小 
无 整数 解 。 
证 由 (4) 知 


XYy’=p2(x~ y), 
故 x--y=0 (modp)， 令 x-y=R ， 则 


XY (CCyY+R) 一 3 p ipi- | 、 


现在 ， 我 们 来 比较 (5) 式 两 端 含 6 的 最 高 方 罕 。 由 于 bx 一 
2=A 且 由 (x，y)=1 知 by ， 故 


> (2)y is )y*! (modp’), 


i=l 
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即 pi 加 ()y'h' '， 但 (5) 式 右 端 = Pa 这 就 证 明 


方程 (4) 无 整数 解 。 
例 3 丢 番 图 方程 
(x+42)"=x"+2 (6 ) 
无 正 整数 解 x，m，2 。 
证 由 (6) 显 然 *>>1，2+x。 如 果 212， 则 对 (6) 取 模 4 知 
无 解 。 故 可 设 27?。 


改写 方程 (6) 为 
(x+2)"—1=x'"+1, (7) 
令 x+1=2X1，s 之 1，'2+%1o 我 们 来 比较 (7) 两 端 含 2 的 方 
宕 。 因 为 


(X+2)2" 一 1= (22x14+172" 一 主 寺 人 mod2: 9 
xn"+1=Xe(2xi 1) '+1x+1=2'x(mod2'''), 

故 如 潜 设 2211(x+2)2" -1 21x2+1 出 有 xu 因此 (7) 
不 成 立 ， 证 毕 。 

例 4 丢 盔 图 方程 

(x+1)’~x’=1, yy>1, 2>1 (8)7》 

除 x= 2，y= 2，z= 3 外 ， 无 正 整数 解 。 

证 显然 y?<z， 由 (8) 式 得 


e000) 


Er \i 
如 果 x 含有 奇 素数 因子 p, 可 设 x* = p’x1，a 宇 1, p+x1。 
由 (9) 式 知 ply。 设 y= p'y1，b 之 1，p+y1! ， 我 们 来 比较 
《9) 式 各 项 中 所 含 p 的 方才 。 
因为 由 yz 知 
bi1+b2 i142)’ -1<p -1<a(p’ y1-1)= 
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ay 一 1)<a(z 一 1), 
所 以 p 在 x ! 和 x*-! 中 出 现 的 方 突 都 大 于 6。 对 于 


0 

y y—1 i pryir>-! , 1 

= -( ， ) > = :i ( je xD 
设 p“i， 则 TT; 中 含 p 的 方 窜 至 少 是 

i=b+c(i~1)—c, 

如 果 c= 0， 则 4 二 6， 如 果 c>0， 则 5> 久 >c+fl， 政 
4>0+ac-c>b。 因 此 在 (9) 式 中 ， 除 y= p?*y，p+y 1 外 ， 
其 他 所 有 项 均 能 被 p'' :整除 ， 这 推出 (9) 式 左 端 含 p 的 最 
高 方 寡 为 0， 与 右 端 为 0 矛盾 。 

如 果 x 不 含 奇 素数 因子 ， 则 x = 2 "，s>0，(8) 式 成 为 

(25+1) -25=1，y>1，z>1。 (10) 
由 于 在 2+y 时 ， (2 +1)"=2:+1 (mod2:+1)， 改 对 (10)》. 取 
模 2…: 知 21y。 设 y=27,，yi>0， 则 (10) 给 出 
(2° +1)"1—1=2:, (2°+1)1+1=2!, k+l=sz, (11) 
由 前 两 式 得 2' -2*=2， 此 给 出 &8=1，1=2， 故 由 (11) 给 出 
(2'+1)'1=3，sz=3， 从 而 y,=1，s=1，z= 3。 即 给 出 
方程 (8) 仅 有 正 整数 解 x = 2。y= 2，z= 3。 证 毕 。 

例 5 设 p 为 奇 素数 ， 则 丢 秋 图 方程 

(x+YIV-2)r + (x yw -2)2=2 (12¥ 
在 2|y 时 ， 仅 有 整数 解 x = 1， y= 0。 
证 由 方程 (12) 得 


1= (tI) + (x ~ yV-2)? 
3 . 


2 上 人 jz 和 ov 
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= 卫 ， EE (yy 2) 

21i 
= (Di) (yw (13) 
OreTy 


出 此 知 x11， 所 以 x= 土 1。 
如 果 x= -1， 则 (13) 给 出 


但 p| (名 ) (1<i< 卫 3 一), 故 上 式 给 出 p12 的 矛盾 结果 。 
如 果 x=1 ， 则 (13) 给 出 
p\ Tpv2: 
0= 之 (| (yy Vv -2)” '。 《14) 


如 果 y 闪 0， 则 设 y=2"y,，2+7y1，ca>0。 现 在 考察 (14) 的 
右 端 含 2 的 最 高 方才 。 由 


p 2 Pp-1) (pp-2 a od2i 
(的 DE ( 2) 2y1v2) 


可 知 ， 若 设 2' 中 p-1，2li， 则 上 式 含 2 的 方 窟 至少 是 
ri+(2a+1)i- (B+1) 。 
由 于 i 宇 27 宇 p+1， 玖 r+ (2a +1)i- (B+1)>r+2ai。 


因此 ， 如 设 2 沾 () (y V2) (1<i< 了 5)， 骨 

si>si (i 之 1)， 此 即 2 (2,) (y Vv-2)*'， 故 

(14) 在 y 志 0 时 不 成 立 。 这 就 证 明了 方程 (12) 在 2| y 时 仅 有 

整数 解 x = 1， y= 0。 证 毕 。 

如 果 使 用 二 次 剩余 法 (§5) 或 Pell 方 程 法 〈86) 还 可 以 
证 明 ; 方程 (12) 在 2+y 时 仅 有 整数 解 x= | yj =1,p= 5。 

一 利用 比较 素数 血 法 ， 常 常会 收 到 出 乎 意料 的 结果 。 这 种 
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方法 多 半 是 用 在 二 项 式 展开 后 的 情形 ， 而 这 种 情形 常常 出 现 
在 代数 整 环 中 考虑 的 丢 番 图 方程 上 《参见 第 三 章 ) ， 故 比较 
素数 震 法 常常 是 与 其 他 初等 的 或 高 等 的 方法 联合 使 用 ， 才 可 
能 解决 一 些 比较 困难 的 技 番 图 问题 。 
习 题 
1。 证 明 委 瑚 图 方程 2 -37=1 仅 有 整数 解 x=1,y=0 
和 x=2，y=1。 
2。 2 
正 整数 解 Qs R， to 
《提示 ， 证 明 堪 端 含 2 的 最 高 方案 为 。 a-1)。 
3、 设 h=2' [1- 1 或 2:'，1，s 之 0,2+1, 证 明 丢 番 图 方程 
Dj 2 2h 1) 


无 正 整数 解 。 
(提示 : 利用 1 hh2(h+1 
, fh), tn, n> 
i | h(h+1)(2h+1 
六 + 
Dr ?op， (h), 2)n,n>0。 


其 中 /0 人 D 和 .( 人 0 都 是 的 末 系 才 多 项 式 ) 。 
4。 设 为 奇 素数 ， 则 丢 番 图 方程 


x+ YIVI) ?+ x yr 1) = 
在 21y 时 仅 有 整数 解 x=1，y=0 。 


3$5 二 次 剩余 法 


二 次 剩余 法 是 解 委 番 图 方程 中 最 有 力 的 初等 方法 之 一 ， 
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它 的 主要 手段 是 对 丢 番 图 方程 取 模 M (2+M>>1)， 然 后 利用 
Jacobi 符 号 的 互 反 律 来 制造 矛盾 。 这 种 方法 的 依据 是 ， 如 果 
y? 二 f(x1，…，Xx:) 有 解 ， 则 对 任意 奇数 模 M (CM>1 )， 
同 余 式 y: 三 f(x1，…，Xx;) (modhMf) 必 有 解 ,在 (M,y) =1 


at 和 (人 


M 使 得 (人 = 1, 则 推出 方程 y? = fx 


%,) 无 解 。 
这 种 方法 的 关键 是 根据 f(x,，…，x,) 的 特点 选择 
M=gCx，…，x:)>1，2+M 来 计算 Jacobi 符号 
f( 9 oy x,) 
(ge 2 )。 例如 ， 对 于 


4m= 入 二 2- X 寺 JJ (x, y)=1H8x>0, vy>0， 
我 们 有 下 述 例子 。 


例 1 设 m， # 都 是 之 2 的 正 奇 数 ， (m，#)=1， 则 
1) 如果 x + y 三 0 《mod4)， 则 (全 2 ))= 1 3 


2) ”如 果 xy 夺 0 (mod 4)， 则 ( 4 3)= 1 。 


证 不 妨 设 m 之 n 宇 3， 人 (mod4) 或 xy 三 0 
《mod 4)， 故 在 2+t 时 . 
A(=X +X yt + xy ty ll1(mod 4)。 
对 于 m>>n， 必 有 正 奇数 + 过 n 使 得 
m= 2hkhnt+? 或 m=2kn 一 7， 
如 果 m=2kn+r， 由 于 x" 一 y"= (x 一 y) 4 (m)， 我 们 得 到 
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CC 二 人 (人 二 人) 
= 2 
sr (mod A(n)), 

由 于 (Alm), -人 1(n) ) = Atl(m, n) ) 三 A(1)=1, 故 上 式 


给 出 
7 了 
(和 全) (30 
如 果 m=2kx 一 r， 由 于 
Al(m)=x" "A(n(2R- TID) tv A(D- vy" x" A(), 
注意 到 4 (n)| A(n(2k-1))，A(n) 三 1 (modd) 及 m 一 1 和 
# 7 都 是 偶数 ， 上 式 给 出 


(0 )= 40)). 


这 就 证 明 当 mm = 2hn+ er (Ce=+ 1 》 时 
(40®)= (i). 


n=2kr+er,, 0<r,<r, 
7 二 2857 + esr,, 0< rs <ril， 


故 对 于 m ry, 


> rs i=2R, TFET, 0<r,., <r,, 
r,s=R,+2r ,41 
其 中 esiE{-1， 1} G=1, 2, ,8S+1), 2+r; (i=1, 
2,…，3s+1) 县 由 《m，#)=1 知 7 , ;1=1， 我 们 有 


(2)= (4 )= (4 {Ar ) (三 


TCFICOI7ARATES7ARTITT7 
40 


A(lr,) _/ACr, NV /ACINN 1 NN\ 、 
(4035 ) =- Alr.) )= (0) = (5) 1。 证 
毕 : 册 例 二 可 以 推出 

调 2 设 p 是 奇 芝 数 则 丢 秋 图 方程 


XI 


y= pb, (C(x), x2)=1 (1) 


—x,? 
在 cd+azas=0 (mod4) 或 1x; 三 0 (mo1 4) 时 无 整数 解 。 
证 记 4(95) = 则 由 例 1 知 ， 在 x|+x; 三 0 
1 也 

(nod44) 或 xx s0 (mo144) 时 ， 对 任意 奇 素数 gq 三 p， 均 
天 AC(p) _ 二 和 g. 一 一 

有 (4 09) ) = 1 ， 于 是 ， 我 们 可 选 9 满足 (9-)= -1 。 如 果 
方程 (1 ) 有 整数 解 ， 必 有 


"pA(p) (mod 4d(g)),. 
此 给 出 


1= (44100 )= (8)- (4 )= ($2). 
由 于 (1) 给 出 ply ， 故 设 y= py .出 (1) 得 出 


pxX1~ X22) V1= X41— Xiy 
取 模 b 知 xx (mod 已 ， 散 


X1 一 3 i 7 一 、 @ 一 一 
A(g) = xi itaxi x tt XN 2 +r!! 
三 gxi-! (modp)。 
所 以 


PD 
这 是 不 可 能 的 。 证 毕 。 
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对 于 4(n)， 例 1 给 出 xy 三 0，3 (mod 4) 的 情形 。 当 
xy 三 1 (mod 4) 时 ， 还 可 证 明 下 面 的 结论 。 
例 3 设 m，n 都 是 正 奇数 ，(m，#)=1，n>>1， 如 果 


xy» 三 1 (mo 并 4)， 则 (本 4 = ). 
证 邓 合用 归 绽 人 的 结论 显然 成 立 ， 现 设 二 
m 结论 成 立 ， 在 同时 ， 如 果 > 则 存在 正 奇数 r<x 使 得 
1m = 2kn+? 或 m = 2kn 一 r。 
如 果 m=2kn+r， 则 由 例 1 证明 显然 有 


(G0)- 40), 


故 由 归纳 假设 及 r 二 nn 二 m 知 ， 上 式 给 出 
: Alm ) ry_/m 
(40%))- (=(%), 
如 果 m = 2Ax#- r， 则 由 例 1 的 证 明知 
A(m)=-y" "x A(r) (modA(n)), 


又 在 xy 三 1 (mod 4) 时 易 知 
A(n)=n (mod4), 


-r 均 为 偶数 和 归纳 假设 知 


故 由 m 一 n,，# 
A(m) _ -y" "%" "A(r) _ ACm—1 Alr) 
= 人 An) =(-1) (全 人 


-的 -的 ) 
如 果 m<<n ， 则 由 前 面 已 经 证 明 的 结论 知 


ACm)— ,A 1 6.) 


4 AN 
(Ss) =(-1) Am) 


利用 例 3 立即 推出 Fermat 方程 偶 指 数 的 第 一 情形 成 
立 ， 即 有 
例 4 设 p 是 奇 素数 ， 则 丢 番 图 方程 
X27+ yf?=227, (C(x, »y)=1 (2) 
在 2p+xyz 时 无 正 整 数 解 。 
证 由 方程 (2 ) 知 x，y 一 奇 一 偶 。 不 妨 设 x 为 偶数 ， 则 
y，2 为 奇数 。 现 改写 (2) 为 


Xx?= (2 一 2)。 -2 (3) 
由于 (2-y， -过 :二 > 一 )=1 或 p， 且 和 如果 是 后 者 已 有 
2p|x， 与 2p+xy2 不 符 ， 放 (2* 一 y， ”一 )=1， 于 
是 (3) 式 给 出 
2 (4) 


这 里 x ,|x。 由 于 z，y 均 为 奇数 ， 故 z2?，y? 三 1 (mod 4) 因 
此 ， 由 例 3 知 对 任意 gq 霹 p，(4) 式 均 推出 


0 
而 这 是 不 可 能 的 。 因 为 5 是 素数 ， 存在 林 此 奇 来 数 g 使 得 (a) - 


。 证 毕 。 
于 全 4 的 进一步 推广 可 以 得 到 
例 5 设 台 >>0，D 无 平方 因子 且 不 被 2mp+1 形 素数 整 
除 。 如 果 丢 番 图 方程 
x*— yt=D2, (x, »y)=1 (5) 
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有 整数 解 ， 则 在 2| z 时 必 有 站 | z，2+z 时 必 有 p+z。 

二 次 剩余 法 是 柯 召 "1 首先 用 来 研究 并 解决 Catalan 方程 
x? 一 1= y”(p 为 奇 素数 ) 的 一 种 初等 方法 ， 后 来 在 1977 年 
G.Terjaniant"! 利 用 这 种 方法 得 到 了 上 述 例 4 的 结论 ， 曹 珍 
富 二 证 明了 上 面 的 例 1, 例 2 和 例 5。 六 种 方法 我 们 在 后 面 87 中 
还 将 看 到 ， 在 与 递 推 序列 的 性 质 联合 使 用 时 可 以 解决 更 为 广 
泛 的 丢 午 图 问题 。 例 如 ，1983 年 ，A ,Rotkiewicz!'*i 把 上 述 
(mn) 换 为 Lehmer 数 PP， 也 得 出 了 类 似 的 结果 。 设 

当时 
Plas 8)= | 2 
| 当 31n 时 。 
其 中 a，B 是 方程 2 - v 工 z+4 =0 的 两 个 根 ， 工 >0 和 及 
均 为 整数 。 则 有 如 下 的 结果 ; 
例 5 设 2tmn， 太 =L~4M>>0， 则 有 


1) 如 果 41L，M==1 (mod 4)， (Wy)=1 或 4|M， 
jos oo 0, (的 -人 Do 
2) 如 果 41L，M=3 (nmol 4)， (入 )=1 或 41M， 
zl od 40, (的 -Cn 
3) 各 果 2114， La1 (modt),(F)=1, 则 (名 ) = 


(-D?， 这 里 4 是 把 ,写成 连 分 数 的 项 数 ， 即 二 = ai + 
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1| 了 | 
Tao， 二， ，41 之 1] 。 


为 了 把 例 6 更 好 地 应 用 到 丢 番 图 方程 中 去 ，A .Rotkie- 
wicz 还 提出 了 如 下 的 问题 ; 

设 # 之 3，n 寺 9 是 一 个 给 定 的 奇数 ， 间 是 否 存 在 奇数 m 使 
得 四 )=( 一 DD 和 站 ee 41>1? 这 个 
问题 在 1985 年 已 由 草 珍 富 55 给 出 了 肯定 的 回答 

习 题 

1。 证 明 Catalan 方程 x? -1= y* (p>3 是 素数 ) 在 
起 |xY 时 无 王 整 数 解 。 

2。 证 明 丢 番 图 方程 3*:”!+2y*=n (2y)*+1 除开 
n=1, y=1 外 无 其 他 的 正 整 数 解 。 

3。 设 bp 为 奇 素数 ， 如 果 丢 番 图 方程 x*+1=2y* 有 
xy 三 0 的 整数 解 则 有 2+y 且 by 一 1， 


4。 如 果 "=0，1 (mod4)， 则 方程 ( ”) = 4， A> 2 无 
正 整 数 解 。 


86 Pell 方程 法 


道 常 所 说 的 Pell 方 程 是 指 形 如 x? -- 吃 y?= 土 1 的 二 元 二 
次 丢 番 图 方程 ， 这 里 D>>0 ， 且 不 是 平方 数 。 所 谓 Pell 方程 
法 就 是 把 所 求 问题 化 为 Pell 方 程 的 形式 ， 利 用 Pell 方 程 的 结 
果 来 制造 矛盾。 一 般 说 来 ， 利 用 Pell 方 程 的 解法 ， 可 以 求 出 
一 个 委 番 图 方程 〈 只 要 能 化 为 Pell 方 程 的 形式 ) 的 全 部 解 。 
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下 面 我 们 首先 列 出 Pel] 方 程 的 主要 结果 〈 它 们 的 证 明 放 
在 后 面 章节 中 ) ; 其次， 利用 Pell 方 程 来 解决 一 些 丢 痰 图 方 
程 的 问题 。 以 下 恒 设 D>>0 且 不 是 平方 数 。 
I 。Pell 方程 
x:— Dy’=1 (1) 
有 无 限 多 组 正 整 数 解 。 设 x= xo，y= y。 是 (1) 的 所 有 正 整 
数 解 x，y 中 使 x + yw 万 为 最 小 的 一 组 正 整数 解 〈 称 x+ 
yo VD 为 (1) 的 基本 解 ) ， 则 Pell 方程 (1) 的 全 部 正 整 数 解 
出 
x+yvVD= (xo+ yo D)’ 
表 出 ， 其 中 # 是 任意 正 整数 。 
1, Pell 方程 . 
X2 一 万 y2= -1 和 (2) 
不 是 对 任意 都 有 解 的 。 例 如 呈 含 有 4h+ 3 形 的 素 因子 时 (2) 
显然 无 解 。 但 是 ， 如 果 方 程 (2) 有 人 解 ， 设 a+ 56v 万 是 它 的 基 
本 解 〈e>>0，8>0) ， 则 方程 (2) 的 全 部 正 整 数 解 可 表 为 
x+yVD= (at+bv Di, 
其 中 是非 负 整 数 。 
与 Pell 方 程 直 接 发 生 关 系 的 还 有 一 些 方程 ， 这 些 方程 在 
利用 Pell 方 程 解 其 他 委 番 图 方程 时 ， 也 显示 了 重要 作用 。 
开 。 方 程 
-Dy*=4 (3) 
有 无 限 多 组 解 。 设 c+d VD 为 (3) 的 基本 解 (o>0， d>0), 
则 (3) 的 全 部 正 整数 解 由 
x*+yvVD, (s+a DY 
2 2 
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表 出 ， 其 中 “是 任意 正 整 数 。 
了 。 方 程 
x*-Dy:=—4 (4) 
如 果 有 解 ， 设 e+ fv DD 是 (4) 的 基本 解 (e>>0，f>>0)。 则 
方程 (4) 的 全 部 正 整 数 解 由 
“+yVD (erf DY} 
2 2 
表 出 ， 其 中 “是 非 负 整数 。 
在 利用 Pell 方程 解 题 时 ， 用 到 的 事实 主要 是 方程 (1) 一 
《4) 的 基本 解 之 间 的 关系 。 对 此 ， 我 们 有 ; 


VY 设 e=xo+yovVD,6=a+bvD,a= 


ctdvD 
2 罗 


pb = +fY™, 则 有 


32 {” 当 c 三 d 二 0 (mod?)， 
愉 王 一 
ws， 当 c=d=1 (mod2)。 


-人 e=f=0 (mod 2); 
pb’, e=/f=1 (mod2)。 
页 。 如 果 方 程 x*~ Dy?:=2n (m= 土 1) 有 整数 解 ， 可 

设 4;=g+hv DD 为 其 基本 解 ， 则 在 DD>2 时 有 

e= 二 43， -1 AZ,=g-hvD), 

且 方 程 的 全 部 正 整数 解 可 表 为 x+ yV 世 = -4 一，n 之 0。 
现在 我 们 举 若干 例子 ， 用 以 说 明 Pell 方 程 法 的 应 用 。 
例 1 设 忆 满足 瑟 2 一 站 了 := -4 有 奇数 解 六 ， 六 ， 赚 

丢 番 图 方程 和 
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4X4 一 忆 y2= 一 (5) 
除开 D=5, x=y=1, D=13, x=2, y=5 和 DD = 325, 
x=2，y=1 外 ， 尤 其 他 的 正 整 数 解 。 
”证 利用 Pell 方 程 (2) 的 结果 可 知 ， 如 果 (5) 有 起 整数 
解 ， 则 (5) 给 出 

2x*+yVD=(arbvD)’'', n20。 (6) 
现 出 总 2 一 万 了 2: = -1 有 次数 解 知 六:- DY?:= -4 的 基本 
解 e+ 了 wD 满足 e 二 f 二 1(mod 2), 故 由 V 知 at bw 万 = ps, 
于 是 (6) 给 出 


如 果 令 = -一 /BB = -1， 则 上 式 给 出 


(2X)2= 22 D+ p32 + 1) 
= (Bo + Pir" (pi? pd"! + 1), 
?3 之 0。 (7) 
因为 对 任意 整数 m >>0,p" + p" 都 是 整数 ,有 征 (B?* '+ 2" '， 
Bi +02250+1) = 或 3， 故 (7) 式 给 出 
、 1 ss?, Bi n+ PIEDrl=1?, 
2x=8t, | (8》 
或 
PDB 3 2 Dp" 04+1=382 
2x= 3sf， (9) 
其 中 s>>0，t>>0 且 (s，t) =1。 因 为 
BID Barn rl1= 0! Pi"i1)24 8, 
放 在 (8) 时 ， 有 s+3=#?， 此 给 出 (1-s:) (t+s?)=3， 
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融 1 一 s :=1，f+ 5s = 3， 于 是 :=2, $=1。 从 2x= st 知 x=1， 
代入 (5) 知 D=E，y=1， 显 然 D =5 时 满足 XDY ?= 
一 4 有 奇数 解 。 而 在 (9) 时 有 
(3s2)2+3= 312 即 请-- 3s4= 1。 (10) 
W.Ljiunggrenlo 曾 证 明 ， 丢 番 图 方程 
x*— Dy'= 
最 多 只 有 两 组 正 整 数 解 , 现 在 已 知 (10) 有 两 组 正 整 数 解 4= 2， 
s=1 和 +=7，s=2， 帮 (10〉 仅 有 这 两 组 正 整数 解 ， 所 以 由 
x=35! 知 ， 在 1=?，s=1 时 x=3， 代 入 (5) 得 D =13， 
y=5 或 D =325,y =1, 当 DD =13 或 325 时 ,方程 X*-DY?= 
-4 显然 有 奇数 解 。 在 1=7，s =2 时 ， 由 2x = 3s1 知 x = 21， 
代入 (5) 得 Dy*=37.52.29?， 而 钙 ?-37Y 了 := 一 4 没有 奇 
数 解 ， 故 此 时 不 可 能 。 证 上 毕 。 
恒 2 设 万 满足 Y2- DY2=27) (7= 士 1]) 有 整数 解 ， 
则 委 希 图 方程 
X4 一 万 y2=1 (11) 
除 D=6，x=7，y =20 外， 无 其 他 的 正 整 数 解 。 
证 在 D=2 时 ，(11) 显 然 无 正 整数 解 (参见 $2 的 例 2)。 
现 设 DD>>2， 则 如 果 (11) 有 正 整 数 解 ， 必 有 
x2t+tyVD=(xotyov D)', n>0 
其 中 xo。+ ye。 w 万 为 Pell 方程 x* -Dy?=1 的 基本 解 。 由 1 
知 ， 上 式 给 出 


由 此 推出 


(12)- 
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如 果 2+n， 则 (12) 给 出 


由 此 得 出 x = 0 或 1， 代 入 (11) 知 ， 均 非 (11) 的 正 整数 解 。 
如 果 21n， 设 2 = 21，m>0， 则 (12) 给 出 


X2 二 LIL=2S2， (13) 
其 中 ， 
Mr 
一 2m+1 一 2™+1 一 ={ 


21? 一 1， 当 2|m 。 

如 果 s = 一?， 则 在 =1 时 ， 我 们 有 s 圭 0,3 《mod 4)， 
这 和 (13) 式 矛盾 。 于 是 7= -1。 现 在 ，(13) 又 是 一 个 Pell 方 
程 ， 它 的 基本 解 是 p= 1 +V2， 设 p = 1 -v23， 则 由 
(13) 得 


2k+1 ~2k+1 
:一 人 = 纪 +1，RZ0 
由 此 可 得 
12 = pi ptti~ (p-p) 
2 2 
一 21_ 一 21 
| (po24+1+ p!+1) (£378—), 当 h = 21 , 
| yl a 21+2 ~ D2it2 (14) 
(p +p ,( 37 ), 当 &= 21+ 1。 
拓 为 
21+1 十 D24+1 _ D21 Da21 412. p’'~Q’! 
2 2 22 ? 
p212 ~ p21+2 piti— p2i+1 DO24+1 二 D21+1 
2V2 2 + 2 ， 
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(2 » 


21+1 4 21+1 p’ 
故 ( p+ pe， 二 


pp ) =2。 于 是 由 《14) 式 可 得 


2 2 
piti+p?'+!=2t?, (15) 
1 P21+l | 
所 以 存在 整数 w= D7 满足 
ti —2u=(—1)?+!= —1, 


此 由 $3 的 例 3 知 仅 有 站 =1， 故 由 (15》 推 出 !=0， 由 (14) 

推出 1? = 0 或 4(， 从 而 s =1 或 5 推出 x =1 或 7， 由 (11) 短 

y= 0 或 20， 故 此 时 仅 有 正 整 数 解 D =6，x =7，y =20 。 
如 果 s=2f? -1 ， 则 重复 前 面 作法 可 知 


tp )(-2 这 ) 当 k =21; 
| 
\ 


12 


( 21+1 十 D21+1 (2 -一 -03 
p p ) 37 


由 此 仍 推出 〈15) 式 ， 从 而 ! =0， 故 1? = 0 或 2， 此 不 可 能 。 
证 毕 。 

例 1 和 例 2 都 是 可 以 直接 利用 Pell 方 程 求解 的 ， 而 有 些 丢 - 
番 图 方程 表面 上 并 不 能 一 下 子 看 出 使 用 Pell 方 程 ， 这 些 方程 
的 求解 在 未 发 现 使 用 Pell 方 程 以 前 ， 往 往 用 初等 方法 很 难 解 
决 。 

例 3 设 p 是 奇 素数 ， 则 丢 番 图 方程 

X2 一 1 = yz? (16) 

如 有 正 整 数 解 ， 必 有 2|y，p|x。 

证 首先 2|y 是 显然 的 ， 因为 2t+y 时 有 2|x， (16) 显然 - 
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7), k=2l+ 1o: 


不 能 成 立 (参见 82) ， 现 在 来 证 明 p|x。 设 p+x， 则 由 (16》 
整理 得 


由 ptx 知 ( y+1， 敢 二 ) =1， 所 以 上 式 给 出 


y+1=%1, 2+%1|X, x1>1, 
把 y=xi-1 代入 (16) 式 得 


x2_-(x3-1)[(x3-1D 7 ?=1。 


由 于 Pell 方程 x? (xi~1)y*=1 的 基本 解 是 e=xit+ 
xi 一 1， 故 (17) 给 出 


(17) 


= (中 x+ 人 XI) 
tt (se ) Xm RI ) 2" ， 
(18) 
其 中 n=2m+1 或 n=2m+2，m 宇 0。 在 n=2m+2 时 ， 对 
(18) 取 借 x, 给 出 (- 1) ==0 (mod x,)， 这 不 可 能 。 而 
在 #4=2m +1 时 ， 由 于 2+x,， 故 (48》 式 的 左边 为 偶数 ， 但 


右 端 是 奇数 ， 也 不 可 能 。 证 毕 。 
例 3 的 结论 ， 对 于 彻底 解决 方程 (16)， 起 了 重要 作用 。 
例 4 设 p 和 gq = p+2 都 是 素数 ， 则 丢 番 图 方程 
g"=p"+2 


仅 有 正 整数 解 m = n= 1。 
证 显然 ， 除 mr =?#=1， 可 设 m>1，n>>1。 如 果 212， 


(19) 
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则 在 bp=3 时 g=5， 故 对 〈19) 了 到 友 5 知 无 解 ， 而 在 p 志 3 时 ， 
由 2|n 知 3|p"+2，(19》 给 出 g =3， 与 9 =p+2 不 符 。 如 果 

2+n ，21m， 则 由 $4 的 例 3 知 (19) 无 解 。 现 设 2+mxs.， 如 
(19) 有 解 ， 则 有 


(CO+2) rt oY | 人 

( 5 ) -plp+2,( (p+2) p ) =1 。 
(20) 

显然 ，Pell 方程 x?-p(p+2)y?=1 的 基本 解 是 :=p+1+ 


Vp(p+2)， 令 e=p+1-wVpltp+?)， 则 (20) 给 出 


(p+2) 2 p?: = , 1>0, (21) 
ee 
由 于 21; 时 荐 偶数， 故 (21) 给 出 2+1， 于 是 5 二 人 


(oorpDr (的 CrDe (ET + 


给 出 


E78 st (modp(p+2)), (22) 


EE€ 
出 mm 之 1，# 之 1 及 (21)》 式 知 ， 上 式 给 出 p(p+2)|1， 设 1= 
pp+2)t, ， 则 (21) 给 出 


ml t 2 Pi YPp+t2 apt opt 
Ce € 1 一 2 1! 
(p+2) 7 让 了 = 和 .二 
6 一 e 一 8 


- (23) 
我 们 来 证 明 ， 对 任意 正 整 数 c, 和 奇 素数 g = p+2， 都 有 
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TU ae a a 

£ 1—€ 1 El 一 &E 1 

( 4 a -) 一 1 或 gq o (24) 
eiti~e ti Ee— 人 


这 是 因为 , 设 e1=utvwD (D= pg= pl(p+2))， 则 


Bei 一 Uv wD, U= i i 9 我 们 有 


本 = (Pu | + (8) wD +r +t 万) 


E11~ gl 


一 


由 此 即 得 (24) 式 ， 而 且 由 此 看 出 gq 和 一 人 。 另 外 ， 注 


意 到 p| | 由 (23) 式 得 出 


(ef 人) 一 《81 


BI =p+2,，, 
pi pt 了 一 
ee 1 p7, 1 《257 
ee 
或 
CDI DL 
i =p+2，, 
pi pt 一 上 2 
Et "1 2 六。 pro) 可 (26> 
2 一 8 
bt p-2 bt pi 
和 下 6 ，Go 


立 。 证 毕 。 

方程 〈19) 称 为 Hall 方程 ， 它 是 从 组 合 数学 的 差 集 理 
论 中 提出 来 的 '。 例 4 解决 了 它 的 一 个 重要 情形 。 

从 上 面 的 例题 我 们 看 到 ， 利 用 Pell 方 程 可 以 干净 利落 地 
解决 一 些 丢 盔 图 方程 问题 。 有 时 ， 为 了 需要 ， 还 可 以 用 来 构 ; 
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造 一 些 丢 番 图 方程 的 无 穷 多 组 解 。 例 如 ,方程 2? +1=x?+y? 
有 无 穷 多 组 整数 解 。 这 是 因为 ,如 果 令 Y =1+@，y=1-0@， 
则 由 z?+1=x*+y: 得 出 Pell 方 程 z? -6%? =1。 高 斯 曾 利用 
推广 的 Pell 方程 x* 一 Dy? =c( 此 方程 如 果 有 解 ， 便 有 无 穷 
多 组 解 ) ， 证 明了 : 设 DD=6b*-4ac>0 ， 吕 不 是 平方 数 ， 

从 =4acp+pde-ae2-cd2- fb? 夺 0, 且 设 方程 4ax?+bxy+ 
cy*+dx+ey+ /=0 有 一 组 整数 解 ， 则 该 方程 有 无 穷 多 组 
整数 解 。 利 用 类 似 的 方法 , 还 可 解 央 1970 年 5,W ,Golomb 提 
出 的 一 系列 宕 数 问题 (参见 习题 6) 。 

把 Pell 方 程 的 方法 ， 用 于 求解 Catalan 方程 (16) 以 及 
著名 的 Hall 方程 (19) ， 获 得 了 一 些 重要 结果 ， 而 且 证 明 
过 程 简洁 明快 "I。 可 以 相信 ，Pell 方 程 法 在 其 他 的 一 些 于 
番 图 方程 上 能 够 继续 产生 作用 。 


习 题 


1。 如 果 弛 -也 oo = -1 有 整数 解 ， 则 丢 番 图 方程 x 一 
了 yy? =1 的 正 整 数 解 x，» 不 满足 
28 十 2 

2 

这 里 :是 Pell 方 程 x*- Dy? =1 的 基本 解 。 

2。 设 方程 4? - Dv? =27 (w= 土 1) 有 整数 解 ， 则 委 番 
图 方程 x"- Dy? =1 除开 D =7，x =2，y =3 外 ， 无 其 他 的 
正 整数 解 。 

3。 设 ) 是 奇 素数 ， 如 果 丢 番 图 方程 x+: - 1=2y2 有 解 ， 
则 除开 p =5，x =3，y =11 外 ， 必 有 p|y。 

4。 发 2rm0 且 Fell 方 程 % -pqy =1 的 基本 解 是 xo 二 
.yovV bg， 则 Hall 方程 


%2 一 ，1>0， 
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q”"=p’"+2, p, g 是 素数 ， m>1, n>1， 


有 解 的 充 要 条 件 是 x。=4"-1,， ys。=p? qi。 
5。 设 2+mn，p，g 均 是 奇 素数 ， 则 丢 番 图 方程 
Ll=p", 4>3, m>1 
gq—1 


有 解 的 充 要 条 件 是 Pell 方程 x* -Dy* =1 的 基本 解 为 4"+ 


(g-1)p"+2p :gq :WD, 这 里 D=pg(q-1)。 

6。 我 们 称 正 整 数 m 为 窒 数 , 如 果 对 m 的 任 一 素 因 子 p， 
有 pim。1970 年 ，S。,W.,Golomb"! 猜想 ， 形 如 2(2a +1) 
(a 宇 0》 的 数 不 是 两 个 窒 数 之 差 。 请 否定 这 个 猜想 。 


$7 递 推 序列 法 


递 推 序列 法 是 通过 讨论 递 推 序列 的 数论 性 质 〈 主 要 是 辣 
余 性 质 ) ， 然 后 利用 各 种 手法 〈 例 如 二 次 剩余 法 ) 来 制造 巴 
盾 。 在 初等 方法 中 ， 递 推 序列 法 显得 特别 困难 。 这 个 困难 主 
要 表现 在 ，1) 针 对 一 个 丢 番 图 方程 ， 怎 样 把 它 转 化 为 递 推 序 
列 问题 ? 2) 如何 根 据 方程 的 类 型 ， 研 究 递 推 序列 的 数论 性 
质 ? 研究 哪些 数论 性 质 ? 3) ”选择 怎样 的 手法 来 制造 矛盾 ? 
一 般 说 来 ， 即 使 1) ~3) 都 有 明确 的 恩 路 ， 但 要 真正 实现 还 有 
许多 特殊 的 技巧 。 

例 1 于 一 习 方程 x* -27y4 = -2 仅 有 正 整数 解 x = 5， 
y=1。 
证 “ 先 来 解 方程 

V* -3U?=— 2, 
由 $6 中 的 页 ， 这 个 方程 的 全 部 正 整 数 解 可 表 为 
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23272711 


VstUrv 3 = 一 二 一 ， 0 之 0， 4=1+w3。 


2 


令 丰 = 工 -ww 了， 则 上 式 给 出 
2231 一 和 29+1 
2 


n=0。 


U ,= 


于 是 ， 若 方程 x* -27y* = -2 有 正 整 数 解 ， 必 有 


3y*=U,, n>0 。 
容易 验证 U ， 是 递 推 序列 
LU =4U,..-U,, Uo=1, U1!=3 
的 解 。 现 在 我 们 来 讨论 U ， 的 一 些 数论 性 质 。 记 


A474 +4 > 
ey > r A > 之 0， 
则 有 
= Syn+l 
U ,= 


“> ， =26,7,, 


Wr =207 + (—1)''!2" =662+(—1)'2’, 


Dntrn = nnnt+ B36né 
Smin = ndsnt ndn, 
由 (3) 一 (7) 可 推出 
Ur;s=(-1)’ "IU, (mod 7»,27°), 
Ur2s:EU, (mod »,2°°), 


(1> 


(2> 


(3) 


(4) 
(5) 
(6 ) 
(7> 


(8) 
(9) 


其 中 s =s(r) 之 0。 为 了 便于 讨论 ， 一 方面 ， 从 溃 推 序列 (2) 


能 够 得 出 ， 
表 工 


n :0 1 2 3 4 5 6 


7 


LU 1 3 11 41 153 571 2131 7953 
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家 


t 2 3 4 6 8 12 


2: | 2°2 2.5 22?.7 24。13 24.97 2°.7.193 


另 一 方面 ， 从 〈8 ) 式 ， 如 果 ?=rp+ro 0 和 ro<r ， 则 在 
257 讨 有 
U ,= U0U,.,=U,.,="%Uro(mod,2 °), 
而 在 2|r 时 有 
U, 三 十 Ur, (mod 1,*27')。 
利用 (9) 式 ， 如 果 n =2pr+ro，0<ro<r， 则 有 
U, 三 Uro (mod »,*2™°), 
现在 我 们 来 讨论 〈1) 的 解 。 
1) 在 4 二 0，2 (mod3) 时 ， (1) 不成立。 我 们 有 
U,=U0, U, (mod ns*2° 1!), 
从 表 I、 表 工 知 Uo=1，U,=11，7ws*2-!=5， 此 时 如 果 
(1》 有 解 ， 则 有 
(3y): 二 3,，3°11 (mod 5)， 


aa -= (和 -下 


2) 在 n 二 0，2，5，7 (mod8) 时 ，(1) 不 成 立 。 因 为 
LU U,, Us, U, (mod 74°27?) 
而 从 表 工 、 表 工 知 


ja) = (3) =) = ) = (ss) =- - 1， 
故 (1》 不成立 。 
3) # 三 3，4 (mod 8) 时 ， (1) 不 成 立 。 因 为 . 
58 


U,=+U,s, Us (mod ne°2-), 


(D-H) -RS)--. 


4) Nn 尘 22 (mod 24) 时 ，《1) 不 成 立 。 
这 时 可 设 %n= 一 2+3*2'+6.2'"*r， ?7 这 0，1 之 3， 
由 (8》 式 得 
U,=+U....1 (mod eat e232), : 


因为 U 上 Do .2 3 + 3862 
-2+3.21 二 3 二 EE 
二 5*— 7 (modye.2te2™* ) 


故 这 种 情形 将 在 下 面 的 5) 中 得 到 处 理 。 
5) ?=1 (mod24) 旦 ?si 时 ， (1) 不 成 立 。 
此 时 不 妨 设 mn =]+3*2'+6.2ier，r 守 0,，t 尝 3， 
U ,+tU:s.: (mod p22 3 7), 
因为 


上 £ 
U ,Seat lo.2'Ss + Hase.2! 
113.2! 二 二 


23 2 93°2'+1 
号 、 
二 65° 了 (mod 76 at"2 3 2 )， 
而 令 
&: , 
0, = 3» $= 
可 得 


$11=26?1—1=60i+1= 4 十 301， 
Oi.i =20,9. » 
$1 = 30:+1, 


于 是 有 
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pt (40 41 一 3)， 


.2 


2 gd 一 1D。 


故 
U3.2! 三 土 50 441 (4012:1— 1) (modgd ,11(40 .12.3)) ， 


即 有 
Da 三 干 50，4 (mod 四 ,li)。 
由 于 g:= 公 = ，b =26? 一 1=7， 故 在 t 宇 3 时 用 归纳 法 可 


推出 
$ ,1 (mod3), $ ,2 (mod 5), $ ,1 (mod 8)。 


于 是 ， 如 果 (1) 有 解 ， 必 有 
1 
-Fr (Fs) 
-人 人 )( 人 )(Bi) 
-= 
这 是 一 个 矛盾 。 
综合 1) 一 5) 可 知 ， 如 果 (1) 成 立 ， 则 n=], y=1，, 
推出 丢 番 图 方程 x? -27y* = -2 仅 有 正 整数 解 x=5，y=1 
证 毕 。 
利用 以 上 类 似 的 方法 ， 还 可 证 明 : 丢 番 图 方程 
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XX+1)(xX+2) x+3)=3y(y+1)(y+2) (y+ 3) (10) 
仅 有 正 整 数 解 x = 3，y =2 和 x =7。y =5。 这 是 因为 ， 如 果 
令 丰 =2x+3， 了 =2y+3， 则 方程 〈10) 化 为 


2 _ 2 2 一 2 
(= ) -3 (3 ) 一。 
例 2 丢 番 图 方程 
(x —2y)*-2y*=—1 (117 : 
仅 有 正 整 数 解 x = 1]，» =1 。 
证 由 Pell 方 程 的 结果 ， (11) 给 出 
[x?-2y|+yV 2 =6 "1!, n>0, (12) 
其 中 6=1+ 2 为 Pell 方 程 x? -2y? = -1 的 基本 解 。 
令 6=1 一 VF， 则 (12) 得 出 


| SG2n+1 二 Ga2a+l ;> B72"+1 Ga2n+i 


xX:—2y:| = 一 一 3 »Y 7 (13) 
| X, = 1 r~>D. 
则 有 如 下 的 递 推 序列 
Xr+i =2X,+X,-1 Xo=1, Xi1=1。 (14) 
. 现 由 (413) 知 
XI 2Y I =eX2yntiy 2= ytl ee= 土 ] 
由 此 推出 
X "=exXanrli+2yanrt 8= 土 1。 (185) 


2 二 
X =X2nri+ Ynri = Xnts 9 


(nf “ss 
2 _62 n 了 十 G2(r+1) 
X =X) = 


2 


当 e = 1 时， 由 于 x,,) =X,+2y, 知 
故 


=4 (Do 
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此 给 出 x=1， 从 而 y=1。 
当 e = -1 时 ， 由 于 
x ,=( -17X y=(—1)" 'y,, 
故 (15) 给 出 
X= Xt Vani = Na nN 1 =Xt, 
其 中 {= -1%。 与 前 类 似 仍 得 x =1。 证 毕 。 
丢 番 图 方程 x + 1 =2y* 的 初等 解法 是 一 个 困难 的 问题 » 
例 2 只 解 央 这 个 方程 的 一 个 特殊 情形 。 我 们 看 到 ， 如 果 方 程 
XxX*+1=2y4 有 解 ， 则 有 
多 =yars1， (16) 
而 y ,+1 适合 弟 推 序列 
ys=22， + -9 Yo=0, Yi1=1o 
对 这 个 递 推 序列 到 模 16 得 出 ; 
0,1,2,5,12,13,6,9,8,9,10,13,4,5,14,1, 0,1,.»， (17) 
由 此 看 出 ， 16》 成 立 可 推出 n 三 0，3，4，7 (mod 8)， 即 
# 三 0，3 (mod 4)。 我 们 相信 ， 利 用 递 推 序列 的 方法 ， 可 以 
彻底 解决 方程 (16〉， 但 将 需要 一 些 特殊 的 技巧 。 
由 上 面 的 例题 可 以 看 出 ， 许 多 利用 递 推 序列 法 解决 的 丢 
番 图 方程 ， 都 可 以 用 Pell 方 程 的 结果 将 其 转化 为 递 推 序列 。 
然而 ， 还 有 一 些 丢 番 图 方程 是 利用 代数 数论 和 其 他 方法 后 才 - 
转化 为 递 推 序列 的 。 这 在 第 三 章 将 作 部 分 介绍 ， 更 多 的 则 放 
在 以 后 的 各 章 内 介绍 。 
现在 我 们 来 讨论 一 些 递 推 序列 表 平 方 数 等 的 问题 。 
对 于 Fibonacci 序列 
Fis= Ft Fh,, Fo=0, FPF,=1, (18》 
容易 知道 


CQ 一 C 
PF,=——— 1>0, 


5 
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其 中 a= 一 六 3。 与 (18) 相伴 还 有 序列 
(也 称 Fibonacci 序列 ) 

Qi4: = Qt1t Qs, Qo =2, Qi1=1, 《19) 
其 中 


Q，= cr"+ ua", 40。 
例 3 FF,=x:OGSn=y, 1，2 有 ,=2xX2< 全 外 =0， 
3，6; Qn = Xx:<:>N=1,， 3 Q,=2X2< 人 1=0，6。 
证 先 研究 下 ,各 ,的 一 些 数论 性 质 。 
1) 对 Q, 取 模 4 得 到 一 个 周期 为 6 的 序列 
2，1， 3， 0, 3, 3 2，1， 的 


故 仅 当 % 三 0，3 (mo46)， 有 即 n 夺 0(mod3) 寺 Q, 三 0(mod2); 
当 n 三 土 2 (mod 6) 时 ，Q, 三 3 (mod 4)。 对 Q, 取 模 3 可 以 
得 出 一 个 周期 为 8 的 序列 

2 1，0， 1 1» 2， 0 2, 2 1y ， 


一 一 一 


故 仅 当 ? 拓 2，6 (mod8), 即 4 二 2Cmod4) 时 Q。 三 0 (mod3), 
2) 三, 和 Q, 满 足 
Qi~-5Fi=4(~1)"。 
由 1) 知 ， 当 % 三 0 (mod3》 时 ，Q, 三 0 (mod2)， 故 上 式 给 出 
,三 0 (mod2)， 当 n 寺 0 (mod3) 时 ，Q, 寺 0 (mod2)， 故 
了 ,和 押 0 (mod2)。 于 是 
(F,，Q,) =1 所 之 1 志 0 (mod 3)， 
(F,, Q,)=2<>n=0 (mod 3)。 
3) 直 接 验 证 如 下 的 关系 ， 
2F,+s = Pa.Q, + FQ 
2Q。，=5FF +QoQ， 
Qn =Q2+2(—1)"!, 


Fn = PF, Qo 
4) ” 设 k 三 十 2 (mod6)， 则 有 


Qt (1)'Q, (modQ.,), {>0, 
FPF, 二 (~1)' FF, (modQ.,), t>0。 


这 两 式 的 证 明 与 例 1 中 的 递 推 序列 类 似 。 
下 面 我 们 上 只 证 明 Q, = x’ 寺 之 n=1，3， 其 它 的 情形 由 
1) 一 4) 均 不 难得 到 ， 作 为 习题 由 读者 完成 。 
设 Q, =x?*， 若 "三 0 (mod2)， 设 ?2 =2m， 则 有 
Qn =Q2+2( 一 1)" '=Xx?*， 而 这 显然 不 成 立 。 
现在 考虑 n 三 1 (mod2)。 设 mn 三。 (mod4)，c=1 或 3。 
如 果 n 汪 3， 可 设 n =c+2.3'k，r 之 0 且 k 三 土 2(mod6)。 
于 是 ， 由 知 
Q, =Q.12.371=(— 1)*'Q. = -Q。 (mod Qi)。 
由 于 (19) 给 出 Qi =1，Q; =4， 故 由 Q; 三 3 《mod 4) 知 


(9 
这 就 给 出 Q, = x? 在 4>3 时 不 成 立 。 于 是 4 =1，3。 又 知 : 
Qi =1，Qs = 4 均 是 平方 数 , 故 知 9, =x’< 过 n=1,3。 证 毕 。 

一 方面 ， 有 一 些 丢 盔 图 方程 可 以 化 为 递 推 序列 来 解 ， 另 

一 方面 ， 委 番 图 方程 的 解 也 可 以 用 来 研究 递 推 序列 。 例 如 ， 
法 番 图 方程 x*- Dy? =1 的 结果 可 在 递 推 序列 

Xrt2=2aXr+1— Xr Xo=1, X11=a>1 (20) 
中 得 到 应 用 ( 递 推 序列 (20〉 称 为 Pell 序 列 ) 。 设 a? -1 =: 
Db*，D 二 0 无 平方 因子 ， 则 (20〉 的 解 是 


ze se=atbv DB, =a-67D 
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如 果 方 程 x* 一 Dy? =1 有 解 ， 则 有 
X2 =Xuo 
举 一 个 例子 。 我 们 在 $6 的 例 2 中 证 明了 丢 番 图 方程 x“ 一 
6y* =1 仅 有 正 整 数 解 x=7，y =20。 由 此 可 推出 Pell 序 列 
Xnrs=10Xri1— Xs Xo=1, Xi1=5 : 
中 ， 除 开 x。=1，xs =49 外， 无 其 它 的 平方 数 。 
还 有 一 些 递 推 序列 是 比较 复杂 的 。 为 了 说 明 这 个 问题 ， 
我 们 一 般 地 看 一 下 递 推 序列 
Xi =Lxooittagxxo=a xX1=b, (21) 
这 里 ， 术 ，a 和 5b 均 是 给 定 的 整数 。 我 们 知道 〈21) 的 解 是 
xs=Aia'+ A, ar n>0,， 
其 中 a，a 是 方程 z2? -Lz-~ 导 Y=0 的 两 个 根 ， 而 41,，4, 由 
Xo=a，X1=b 定 出 。 对 一 元 二 次 方程 2*-Lz-M=0, 其 
根 的 判别 式 为 人 =? + 4 六 ， 如 果 信 宇 0， 则 序列 (21) 的 各 
项 容易 判断 正 负 ， 这 时 可 用 上 述 方法 或 二 次 剩余 法 (§5) 研 
究 x, 是 否 是 %** 或 nx*。 但 是 ， 如 果 信 二 0， 则 序列 (21) 中 
的 各 项 是 正 是 负 也 难以 确定。 这 时 ， 即 使 求 出 x ,= 士 c(e 
为 给 定 的 常数 ) 的 全 部 解 s 也 非常 困难 。 我 们 这 里 给 出 一 个 
处 理 方 法 ， 它 是 W .Johnsonta 用 来 解决 著名 的 Ramanujan 
方程 x*+7=2" 时 获得 的 。 这 个 方法 在 代数 数论 方法 中 也 常 
用 到 。 
例 4 对 于 递 推 序列 
Xnti= Xr1— LX XI=X,=1, (22) 
我 们 有 xXx,= 土 1 (mn 之 1) < 人 2=1，2，3，5 和 13。 
证 由 (22〉 可 知 


xX, = 一 一。 1 之 1 (23) 


65 


令 y。 适 合 
Yrt+ Xs = 0", (24) 
则 由 (23) 代入 (24) 知 y, = 一 2x,_1， 因 此 x,，w， 均 是 
整数 。 由 于 
Vrrit Kar = Oi= (y+ X00 
=yoO+x,o(1-o) 
= (+TXn)wo 一 2xX，， 


故 
Patl= LX Xnti= Yat+ Xo (25》 
于 是 
@ =y+Xa0O=( Xi 一 %n)+XuO 
= Xt — XD, 
故 


k ; ji) 
"t= 十 > -LD'(*) Xi XO! ,hk>1, 
1 J 
由 此 两 端 乘 以 @ ， 得 
OO 一 28XET1X，。 


十 2x3 忆 (DT 


主人: ， 上 之 2。 
(26> 
因为 由 〈23) 及 (25) 知 
Or=0" (0- OX, 
=Yr+ Xm (20 ~ 1)x, 
=Yr+t+ Xn—X 0 
=Xnti— Xt ， 


故 (26) 给 出 
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3 XIOD=XE IO 一 28X8 | X， 
a . . ， 
十 2 DD'(0) 331 Xa 
1- 2 
(xX;— Xj;.1D), kh>2, 
由 此 即 得 
wi ta DD (Ctrl x, k 宇 2。 
(27) 
现在 对 〈22》 所 示 的 递 推 序列 x， 取 虐 16 得 出 周期 序列 
1， T， 15, 13， 15， 89 7 13, 15, “9 


履 x，=1 千 之 n=1，2; 并 且 如 果 x,=-1， 则 ”=3 或 
1 =48R+1，RZ1。7= 3 时 由 (22) 知 xs = -~ 1。 假设 x, ,= 
-1，R>>1， 如 果 R=1， 易 知 xs = 一 1 ， 如果 R>2， 则 由 
(27) 知 


-1 (28) 
因为 x, = -3 (从 (22) 直 接 推 得 ) ，xs = -1， 故 对 (28) 取 
模 3 得 -1 二 (1)* (mod 3)， 此 给 出 2+k ，x:= 一 1， 故 
(28) 即 为 

> DO)3 2X =0, hl, 248。 (29) 


出 于 和 3 时 (29) 式 成 立 ， 这 时 X13s=—1, 放 考 上 人 5 . 
F 《29) 中 除去 &(& 一 1)， 则 得 


1 _h-2, Hn) (2) 3 | 
人 一 2 | (~ D 人 (5 2) ji Xj-.1=0。 (30) 
在 j>4 时 ， 把 了 一) 化 为 既 约 分 数 时 ， 分 子 被 3 整除 。 故 
《30) 式 推出 31A。 
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把 & 换 为 38，2+&。 假 设 x4+1 = 一 1， 除去 尺 = 1 xXa =: 
一 1 外 可 设 k 宇 3， 于 是 从 (27) 可 得 


下 四 
—1=Xu+1 = Xi— 2X8 2 (DT xx 
站 2 
由 x1s = 一 1;，x12 =45 知 ， 上 式 即 为 


S00) =0， (317 
两 端 除去 &(R- 1)， 则 得 
大 _ 457 12 
A 7 


但 在 j>3 时 把 7 人 化 为 既 约 分 数 时 ， 分 子 被 5 整除 ， 故 . 


《32) 式 推 出 5|1 的 矛盾 结果 。 这 就 证 明了 x.,= 土 1(n 宇 1) 
< 芒 n=1，2，3，5 和 13。 证 毕 。 
例 4 的 方法 可 以 用 来 处 理 更 多 的 丢 番 图 问题 。 例 如 ， 可 
用 来 处 理 推 广 的 Ramanujan 方程 
2X2 二 7727 
和 
。 XX?+DD=p*，p+DD>>0，p 奇 素数 ， 等 等 。 
在 证 明 例 4 中， 对 〈29) 和 (31) 式 的 处 理 ， 实 际 是 比 
较 素 数 罕 法 的 一 种 变形 。 例 如 对 (29) 式 ， 如 果 34+8， 设 
3*j& 一 1， 则 4 是 方程 (29 〉 左 端的 最 高 方 者 ,与 右 端 0 矛 
盾 。 对 (31〉 式 ， 如 果 设 5"||&(&8 一 1)， 则 左 端 含 5 的 最 高 方 
短 为 4s， 仍 与 右 端 为 0 矛盾 。 
利用 递 推 序列 法 可 以 解决 一 些 比 较 困难 的 问题 ， 尽 管 处 
理 的 方法 常常 需要 一 些 特殊 的 技巧 ， 且 证 明 过 程 也 比较 麻 
烦 ， 但 它 仍 不 失 为 一 个 得 力 的 初等 方法 。 
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习 题 

1。 证 明 丢 赫 图 方程 x* + 2 = 3" 仅 有 正 整 数 解 x*=1 ， 
n=1 和 X=5，1=3。 

2。 设 p 是 素数 ，e 宇 0， 则 丢 番 图 方程 

(2° py’—1)*+1=22’ 

仅 有 正 整 数 解 2=1，5 和 p =2。 

3。 证 明 丢 番 图 方程 

x(X+1)(x+2)(x+3)=2y(y+1)(y+2)(y+ 3) 
仅 有 正 整 数 解 x = 5， y=4。 

4。 证 明 丢 看 图 方程 3x* 一 2y* =1 仅 有 正 整 数 解 x= 
y=1 和 x=3,，»=1l。 

5。 证 明 丢 番 图 方程 x(x+1) (2x+1) =6y* 仅 有 正 整 
数 解 x =1，» =1 和 x =24，»=70。 

6。 证 明 丢 番 图 方程 (2y? 一 3) = x?*(3x? 一 2) 仅 有 正 
整数 解 x = y=1 和 x = =3。 

7。 证 明 丢 看 图 方程 x* - 3y* =1 仅 有 正 整 数 解 x = 2， 
y=1 和 x=7，y =2。 


8$8 其 他 的 一 些 初等 方法 


I 。 不 等 式 法 

在 前 面 我 们 已 经 介绍 了 解 委 番 图 方程 的 七 种 初等 方法 ， 
它们 都 是 用 来 制造 等 式 不 成 立 的 基本 工具 。 这 里 等 式 不 成 
立即 “不 等 > ， 与 通常 意义 下 的 “不 等 ”是 有 一 定 区 别 的 。 
例如 ， 在 比较 素数 宪法 中 ， 由 于 等 式 / = g 两 端 所 含 p 的 最 高 
方 客 不 等 ， 从 而 推出 关 g。 因 此 对 f - g， 我 们 没有 得 出 一 
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个 固定 的 符号 。 作 为 证 明 丢 番 图 方程 无 解 的 一 个 方法 (或 思 
路 ) ， 判 断 何 时 了 ~- g9> 0 或 f-g<<0 是 必需 的 。 例 如 ， 柯 
如 小 利 用 这 种 方法 (我 们 称 为 不 等 式 法 ) 证 明了 Catalan 方 程 


Xx" =y! 二 1，p 汪 2 和 g 均 是 素数 (1) 
有 正 整 数 解 的 充 要 条 件 是 
,+ ， . 
1) y+1=p'" !'x’, y+1 PX X= XIX29 


这 里 x ,， x, 和 s 都 是 正 整 数 ， (xiy，Xs)=1 且 bp+xXixao 或 


Ei 


.2X ， 
2) XI1=9 3 wT ~ y=q'Y1Ys, 


这 里 y 1,，y ;和 1 都 是 正 整 数 ，(y1，y。) =1 且 gtfyiyao 
下 面 我 们 举 两 个 例子 以 说 明 不 等 式 法 的 使 用 。 
例 1 丢 番 图 方程 


Di -( 半 1 ) (C2) 


除开 x =1 或 y=1 外 ， 无 其 他 的 正 整 数 解 。 

证 除开 x =1 或 y=1 是 (2) 的 解 外 ， 可 设 x>1，y >1 
我 们 首先 来 证 明 ， 对 于 任 给 个 正 数 x1，x,，…，x:， 在 
R>1，2>>1 时 有 

XT 十 十 XE<C(OX1I 十 十 Xi) (3) 
用 归纳 法 。&=2 时 由 nn>1 知 ，(xi1+ X20)”=Xxi+ + xX? 之 
x+xX3。 设 (3) 成 立 ， 则 有 
XIXit XE! 
(X1 十 十 2 十 XE+1) 9 
这 就 证 明了 〈3)。 利 用 不 等 式 〈3)， 注 意 到 1+2+ …+xX= 


XxX(X+1) sD) 
2 


4 得 也 j ‘<( ( 当 x>1, y>} )。 这 就 


70 


证 明了 例 1。 
例 2 毛 番 图 方程 
XxX? 一 1=y*，p 之 3 是 素数 (4) 
没有 正 整 数 解 。 
证 在 $6 的 例 3 中 我 们 已 知 ， 方程 (4) 有 和 解 时 必 有 21|y， 
Pix。 因 为 2+Xx，(x 一 J，x +1) =2， 故 (4) 给 出 
XxX+1=2?"iy?, x—1=2y?, (5) 
或 
X+1=2378 xX-—-1=2-!yi, (6) 
这 里 y=2yiy*，2+y:， 且 (y1，y2)=1。 在 (5) 时 ， 我 
们 有 >: =22…2-T， 由 此 整理 得 


C+ yD + ) ， (7) 


X 十 3 


由 于 户 | x，>3， 赦 p+ 2 。 因此 ( yi+2y,， 


(2) + (C291)? 


2yt 。)=1， 由 (7) 式 得 出 


yi+2y1=h’, (8) 
由 此 整理 得 
(hy2) ?+ yt= (i+ 21)o (9) 
因为 (y1，y;,)=1， 所 以 (hy,，y1) =1。 注 意 到 2+y,» 
由 (8》 推 出 2+4，2|y1， 所 以 由 方程 x?+y?=z?,(x，y)= 
1 的 结果 (参见 $2 的 例 1) 知 ，(9) 给 出 
hy, =a—b, yi1=20b, y+ y=a:+b: (a>b>0), 
于 是 知 (a-6)?=(y2+y1)~-y1=yi， 得 y,=a-5。 由 
yi1 一 ys =2ab-(a-b)=a(26-1)+b>0 得 y,y,。 但 由 
(5) 知 y$=2?-?y? -1>2 (bpb>3)， 这 不 可 能 。 


71 


对 于 〈6) 式 ， 消 去 x 可 得 
Gy) 02702022)2=( 人) ， 
由 此 知 


， X 一 
yi—2y1=h’, hl| 2 o 


于 是 (hy,)?+y? = (9 一 y1)*， 此 给 出 《注意 ， 上 式 给 出 
yi-y1>0) 

hy =a*—-b, y1=2ab, yi}~ yi1=a*+b? (do>b>0)， 
由 此 求 出 y, =a+b， 故 yi 一 ys*=2a0- (ca+p)=(a 一 
1)(b-1)+ (ab 一 1)>>0， 而 由 y? =2 ?yi1+1>>yf 知 ， 仍 不 
可 能 。 证 毕 。 

由 上 面 的 例题 可 知 ， 不 等 式 法 就 是 利用 各 种 方法 把 问题 
展开 ， 然 后 出 其 不 意 地 比较 某 两 个 数 〈 或 式 子 ) 的 大 小 。 

I 。 利 用 整 函 数 的 某 些 性 质 解 入 番 图 方程 

整 函数 是 指 这 样 的 函数 : 变 元 取 整 数 时 ， 函 数值 也 


是 整数 。 例 如 ， 整 系数 多 项 式 为 整 函数 ，( “ ) 也 是 整 函 数 ， 
这 里 


(* ) = 


他 r! 


o 


X"—y’ 
XxX—y ? 


(x, y)=1 的 一 些 


现在 我 们 给 出 函数 4(*) = 
结果 。 
例 8 设 p 是 河 素 数 ， 则 A4(p) 至 少 含有 一 个 2mp+1 形 
的 素 因 子 。 
证 显然 fA(p), 设 g| 4(p), 由 (x-yy 4(b)) =1 
或 p 知 ， 除 q = p 外 q+x ->。 现 在 我 们 证 明 ， 如 果 g =p， 则 
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在 4(p) 中 除 p 外 ， 至 少 含有 一 个 另外 的 素 因 子 。 这 是 因为 

A(p)=x* 1 +X? ytt xXy’ t+y’ 1>p, 

于 是 可 设 q+x 一 y，9| 4(p)。 我 们 来 证 明 a 是 2mp+1 形 的 
烷 数 。 显 然 g1xy， 取 2 三 Xy” * (modq)， 则 
2?—1(xXy (yy ')=(y)’ (x y)=0(modg) 
设 g 是 模 g 的 一 个 元 根 ， 令 2 三 g” (modgq)， 则 有 
2*~1 二 g!!'~1=0 (modg), 
因此 (gq-1)|pli。 如 果 ptg 一 1, 则 (gq 一 1)|i1, 设 1= (gq 一 1)1i， 
则 z 三 g' 三 g“ ?i 三 1 (modg) 但 2-1 三 xy' ?~ y'-! 三 
y"' "(Xx 一 y) 丰 0 (modq)， 了 矛盾 。 于 是 pig 一 1， 从 而 g 是 
2mp+1 形 的 素数 。 证 毕 。 

利用 例 3， 结 合 二 次 剩余 法 ， 可 以 证 明 85 的 例 5。 现 在 给 
出 例 3 的 一 个 推论 。 

例 4 设 DD 不 合 2mp+1 形 的 素 因 子 ， 则 丢 番 图 方程 

Xx’— y=D, (x, »)=1 (10) 
无 正 整数 解 。 
证 假设 (10) 有 正 整数 解 ， 则 有 
(x—y. /二 二 2 =(x-y)A(p)=D, 
由 例 3 知 ，A(p) 全 “有 一 个 2mp+1 形 素 因子 4s， 故 上 式 
给 出 gq| D， 这 与 0 的 假设 矛盾 。 证 毕 。 

在 1904 年 ，Birkhoff 和 Vandiver 曾 证 明 一 个 推广 例 3 的 
结果 ， 即 有 : 设 %>>6， 则 A(n) 至 少 含有 一 个 mn+1 形 的 素 
雪子 。 后 来 ， 在 1913 年 Carmichael 把 4(n) 换 为 Lucas 序列 
h(a, px? ~ Rx+S =0 的 两 个 根 ,(R,S)=1) 


也 得 到 了 类 似 的 结果 。1974 年 ，Achinzel 对 一 般 的 代数 整 
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数 也 得 到 了 类 似 的 结果 。 这 些 结果 ， 正 如 例 3 在 解 丢 番 图 方 
程 中 的 应 用 〈 例 4) 一 样 ， 都 可 以 用 来 解 相 应 的 丢 番 图 方程 。 
有 趣 的 是 ，1981 年 M,Newman" 利用 一 个 整 函数 的 不 
可 约 性 ， 给 出 了 丢 乔 图 方程 
x7 + y= 2，m 2 和 /区 是 正 整数 。 (11) 
的 全 部 正 整 数 解 。 
例 5 设 a= pa “ pe’, s 宇 1]，ai; 夺 0 且 p; 是 不 同 的 
素数 (=1，…，s)， 则 
f(x)=x"-a (12) 
在 有 理 数 域 上 不 可 约 的 充 要 条 件 是 (n，v(a)) =1 。 这 里 
V(0)=(a1, 9 Qi:)。 
证 由 于 v(a) = (ci “9 0;), 故 可 写 a = 6b” 如果 f(x) 
在 Q 上 不 可 约 , 设 d =(n，v(a)),，n=dn,，v(a)=dv1, 则 有 
f(x)=x" -0 = Xi bi 
此 在 dg >1 时 与 F(x) 在 Q 上 不 可 约 了 矛盾 。 故 d = 1。 
现 设 d =1， 如 果 f(x) 可 约 ， 可 设 
f(x)= f(x)f,(x), 
其 中 f(x) 为 首 项 系数 等 于 1 的 & (1<<A< 次 有 理 系数 多 
项 式 。 设 7 是 ?次 单位 原 根 ， 则 


2 1 
x"—a= I (x—-n'a" ), 
i-1 


o 


不 妨 设 ， 
1 
f1(x) = II (一 7 ia"), li<is < <i < 


因为 了 (1'1a*) 是 有 理 数 ， 故 士 a “为 有 理 数 ， 即 
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所 以 cj: 守 =0 Cmod1) (=1，…，s)。 因 此 o(a) = (ab 
s Ek | 
0) = iia' 故 有 v(a) 。 到 二 0 (mod1), 由 d = (7?， 


了 
69)) = 1 向 二 二 0Cmodl)* 此 给 出 4 与 A<w 矛 盾 。 证 毕 。 


利用 例 5，M,Newman 证 明了 方程 (11) 的 全 部 正 整 
数 解 可 册 
x=t" a", = 二) 
玫 出 ， 这 里 Gm，7,7) = d,4,b,t 是 任意 正 整 数量 (a, p) =1 
应 该 指出 ， 在 1979 年 戴 宗 铎 、 冯 绪 宁 和 于 坤 瑞 ! 兽 用 代 


数 数 沦 的 方法 给 出 了 方程 x ”+ y "~ 27 (n>1) 的 全 部 正 
整数 解 ， 同 时 ， 他 们 证 明了 方程 


mi m2 m3 
Xl + vf =2z83 (ms 1,)=1Hm:>0, 7;>0 
(i=1, 2，3) 
有 正 整数 解 等 价 于 方程 


Xi Nd = 2d3 
有 正 整数 解 ， 这 里 di = (rm 1，[m;, ms])， da = Cnay[masy 
ee [ai m1)o 
。 鬼 造 的 方法 
内 直 一 个 和 基因 方太 的 解 有 委 多 用 处 。 例如 ，P.Erd6s 
在 三 十 年 代 末 兽 经 猜想 ， 丢 番 图 方程 
XYy’=2, X>1, y>1, 2>1 (12) 
无 整数 解 。1940 年 柯 召 构造 出 方程 〈12》 的 无 穷 多 组 解 ， 这 
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就 否定 了 P.Erd6s 的 这 个 猜想 。1964 年 ， 柯 召 和 孙 琦 吧 进 一 
步 构造 出 丢 番 图 方程 


I xz ph>2 xi>1 C=1, (13) 


的 无 穷 多 组 解 。 即 有 
例 6 方程 (13) 有 无 穷 多 组 整数 解 
xX 1 = RR" (kr+i—2n hk) +2n Ch" — 1)2(k"—1), 
Xs = hk"(krt1—2n—k) (h"— 1)2(k*—1)+2, 
Xs = = Xe = Retkr ti np" 1)2(k" —1) +1 ， 
2Z=hR"(krt1—2n—k) -+n+1 (k"—1)2(k" ~—1)+1, 
其 中 k& = 2 时 ， 1>1 k 宇 3 时 ，#>0。 
证 设 (YX1 9 Xi 2)= dy 令 
Xi=dfi z=du, i=1, .……,k, 


代入 方程 〈13》 得 

di (14) 
如 果 能 找到 满足 

Du I | (15> 


的 1(i=1，…，k) 和 w ， 则 由 (14) 式 解 出 d ， 给 出 方程 
(13〉 的 解 。 为 此 ， 令 
四 
4=h"+1(h" ~ 1), 
则 
Dh hr 1) hh Dh 


—hk"*!i(k"—1)=1,。 
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到 


上 
下 
i 1 


k(nt+l)kr tit(Rr 一 TCR — 1)k" (he —1) 
Rank2" (hp*— 1)(2R"—1)3 (CCR" — 1)(R"—I)R" 。 bn(k"—1)k" )k—2 


=hk*(k" —1)', 


这 里 

h=(nt1)k"ti(k" 1)— 2nk’"—n(k— 2)(k" — 1)k" 

=h"(k"+!—k— 2n), 

1=h"ti(k"—1)— 2(k"—1)?— (k— 2)(k" ~ 1)k" 

=2(k"—1)。 
显然 在 8 之 2，?#>0 或 AR = 2，?>>1 时 有 A>0，[>0。 故 由 (14?》 
式 给 出 

d =hk:(k"— 1)! =Rha(Rn+i 一 R 一 2n) (Rn 1)2(k" —1), 
于 是 知 例 6 成 立 。 

这 个 例子 中 ， 主 要 困难 是 构造 满足 (15) 的 1; (i= 
，A) 和 4。 对 于 k 宇 3， 还 可 构造 满足 (15) 的 另外 一 些 解 。 
但 是 ， 在 & = 2 或 & = 3 时 ， 方 程 (13) 是 否 存在 > 为 奇数 的 解 
(简称 奇数 解 ) ? 我 们 猜想 ，& = 2 时 不 存在 奇数 解 ， 而 k= 3 
时 ， 一 定 存在 奇数 解 。 看 来 有 希望 用 构造 的 方法 ， 给 出 方程 
(13) 在 k= 3 时 的 一 些 奇 数 解 。 

对 于 委 番 图 方程 


和 + 一 十 一 二 二 一 一 一 =0， (16) 


IL.J. Mordell 曾经 问 ， (16) 的 整数 解 怎 样 ? 最 近 ， 本 书 作 
者 号 给 出 了 一 个 解答 。 首 先 根据 正 负 号 的 讨论 ， 可 把 (16) 
化 为 如 下 三 个 求 正 整数 解 的 方程 
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工 = 工 + 二 + 了 -二 (17) 


六 1 之 1 wl XY1Z1UI 
1 
ll ili.l (18) 
x > XVIWL 1 1 
和 
1 ll hl, a9) 
X yy 2 Wi YXyYZUUI 


然后 ， 分 别 给 出 〈17) ~ (19〉 的 全 部 正 整 数 解 表达 式 。 镜 
如 ， 方程 〈17) 的 全 部 正 整数 解 可 表 为 


n2+1 
X=N, YI1=h+hkR, zi1=n+ bk 3? 


， . 
Wi1 = CnCn+h)( m+) +1 (20) 


Ek 
其 中 n, ks t 为 正 整数 ， 满足 
1) nn?*+i=0 (mod&k), 


2 
~ 2) n(nt+k) (nt)+1=0 (mod 1) 


3) tn, k)= (hk, {1)=(n, 1)=1o 
由 此 看 出 ， 要 给 出 方程 17) 的 正 整数 解 ， 必 须 构造 同时 满 
足 1) 一 3) 的 正 整数 mn，R 和 | ! 。 显 然 在 1=1 或 上 =1 时， 满足 
1) 一 3) 的 正 整数 x"，k，t 是 容易 构造 的 。 现 在 考虑 AR>1 ， 
1>1。 由 1)~3) 可 证 : 

例 7 在 21n 或 2+k 时 ，1)~3) 给 出 k=t=1 (mod 4) 


hk 
且 ( 了 ) = 1 
证 “在 ?jn 时 ， 册 2) 知 244 ， 从 而 1) 给 出 21k。 于 是 D 及 
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(于 =1。 (21> 


现 由 2) 及 3) 得 
(n(n+t+k))*+k=0 (modt)， 
故 
(EE)=1. (22》 
由 (21) 和 (22) 得 
1 (DG) 


于 1 于 人 


=(- 1) 2 2 


即 有 


&-1 ft-1 kh-l -1 


由 此 推出 & 二 1 三 1 (mod4)， 且 由 22) 知 (=1 


在 2+k 时 ， 如 果 2|1n， 则 与 前 同 理 可 证 ， 如 果 :2+n ， 则 由 
于 2| (n+k)， 从 2) 知 2+t， 仍 与 前 同 理 可 证 。 证 毕 。 

例 7 为 我 们 构造 (17〉 的 解 提 供 了 一 个 依据 。 人 鲍 如 ， 可 
取 t = 5，k =41， 由 1)~2) 解 出 4 三 6，88，158 (mod 205)， 
以 4=2052k + 6 为 例 代 入 方程 〈17) 的 解 (20〉 中 ， 得 到 

X=20511+6，y1=2050; 二 47，21 一 102501 十 26521 十 7， 
wi =8615125#84+445465073 + 692490n3 + 30157n | + 395。 
应 该 注意 到 ， 丢 番 图 方程 (17) 与 丢 番 图 方程 


1 1 1 
tt 二 区 =1，1< xi<…<x， (23) 
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密切 相关 。 例 如 ， 已 知 (23) 在 s =t 时 的 一 组 解 x9 
xi0， 令 4 =xY9 Xi， ， 则 求 s 盖 峙 的 解 可 用 如 下 的 方法 ; 
把 x1 =x1，…，X, =%D 代入 (23) 得 到 
1 1 

Xri 人 XL + Xi ~ 》 
其 中 t+1=s。 故 可 利用 方程 (17) 的 解 来 构造 (24) 的 解 。 
曹 珍 富 等 "3 利用 电子 计算 机 算出 了 方程 (23〉 在 s =7 时 的 全 
部 解 ， 共 26 组 。 由 这 些 解 出 发 ， 可 由 (17) 的 解构 造 方程 
(23) 在 s>7 时 的 解 。 


1 + 1 (24) 


习 题 
1。 证 明 委 夏 图 方程 x"+1= "没有 8>>2, (x+ 了 = 


1 1 的 正 整 数 解 。 
2。 证 明 委 番 图 方程 


无 |y|>>2" 2 的 整数 解 。 

3。 设 Q(s) 表 方程 (23〉 解 的 个 数 ， 证 明 ， 在 s 二 4 时 
0<Q(s)<Q(s+1)。 、 

4。 在 >>1，t>1 时 ， 构造 方程 (17) 另外 的 一 些 解 。 
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第 三 章 “” 解 丢 番 图 方程 的 高 等 方法 


我 们 知道 ， 有 些 丢 番 图 方程 的 求解 是 非常 困难 和 的 《例如 
Fermat 大 定理 (Fermat’s jast theorem) 等 )。 人 们 为 了 解决 
这 些 丢 番 图 方程 ， 创 立 了 许多 数学 方法 ， 例 如 代数 数论 方 
法 ,Pp 一 adic 方 法 和 丢 番 逆 通 近 方 法 等 ,这 些 方 法 大 大 丰富 了 
数论 的 内 容 ， 同 时 也 为 我 们 求解 更 广泛 地 丢 番 图 方程 提供 了 
有 力 的 工具 。 


31 代数 数论 方法 (I) 


所 谓 代 数 数论 方法 ， 就 是 把 所 给 丢 番 图 方程 放 在 代数 数 
城中 考虑 ， 通 过 代数 整 环 性 质 的 讨论 ， 使 间 题 得 到 简化 或 展 
开 。 有 些 整 环 的 唯一 分 解 定理 不 成 立 ， 需 要 引进 理想 数 的 概 
念 ， 把 丢 番 图 方程 放 到 理想 整 环 中 去 考虑 。 利 用 这 种 方法 ， 
可 以 把 委 盔 图 方程 化 为 若干 容易 处 理 的 或 有 熟知 结果 的 方 
程 。 但 是 ， 仅 用 代数 数论 常常 是 不 够 的 ,一 般 情况 下 ,是 用 代 
数 数论 的 知识 把 方程 展开 或 简化 ， 综 合 运用 其 它 方法 〈 一 般 
是 初等 方法 》 处 理 这 些 展 开 或 简化 后 的 方程 。 

为 了 便于 我 们 说 明 这 种 方法 ， 下 面 列 出 在 解 丢 番 图 方程 
时 经 常用 到 的 代数 数论 的 一 些 基 本 概念 和 结果 。 以 下 常 设 Q 
和 2 分 别 是 有 理 数 域 和 有 理 整 环 。 

I 。 如 果 9 是 一 个 Q 上 系数 为 有 理 数 的 n(n 二 0) 次 不 可 约 
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多 项 式 的 根 ， 则 称 b 为 ?次 代数 数 ， 如果 b 为 一 个 首 项 系数 
为 1 ， 其 余 系 数 为 有 理 整 数 〈 为 了 与 下 面 的 代数 整数 区 别 ， 
际 通常 的 整数 为 有 理 整数 ) 的 7 次 不 可 约 多 项 式 的 根 ， 则 称 
0 为 n 次 代数 整数 。 
设 9 是 一 个 x 次 代数 整数 ， 则 所 有形 如 
Q=a, toate toad Tt, alEQ (=1,.,7) (1) 
的 数组 成 一 个 域 ， 称 为 9 添加 到 Q 上 得 到 的 * 次 代数 数 域 ， 
记 为 QC0)。 熟 知 ，Q00) 中 的 整数 构成 一 环 , 称 为 ?次 的 代 
数 整 环 Z[9]。 若 4 ，…，o" CZL9]， 且 ZL50] 中 任 一 整 
数 o 都 可 表 为 . 
O=aioOl+T…+adaro QEZ (i=1, 1n), (2) 
则 称 @ 1，…,%, 是 QC9) 的 整 底 ( 如 果 把 ZL9] 和 Z 分 别 换 六 
Q(0) 和 RQ， 则 @ 1,…，@; 称 为 900) 的 基底 ) 。 
记 9= 0, 令 0'””,… ,40" 为 6 所 适合 的 n 次 不 可 约 多 项 式 
的 其 他 # 一 1 个 根 ， 则 称 ， 
CGI+a20 re ro) "Tt! (i=2, +,n) 
为 (1) 式 中 a 的 共 罗 数 。 令 a = a‘ mn， 则 称 
N(a)= Qa DD.. a ") 
为 4 的 范 数 (Norm)。 如 果 NN(a) = 1, 则 称 a 为 QC0) 的 单位 
数 。Dirichiet 对 单位 数 曾 证 明了 一 个 一 般 性 的 定理 :假设 9" 
《=0)，0' 3,… ,90 "中 有 7, 个 实数 ,r, 对 共 思 复 数 (r, +27, = 
7), 则 在 Q(0) 的 所 有 单位 数 中 可 取出 r=r,+r, -1 个 se， 
“3 Ery 使 Q00) 中 任 一 单位 数 e 可 表 为 
E=pel' iner?, ti: EZ(i=1,.,7), 
其 中 po 是 Q(0) 中 的 一 个 单位 根 。 我 们 称 Dirichlet' 定 理 中 的 
el，…8: 为 Q(0) 的 基本 单位 数 。 
研 。 二 次 域 是 经 常用 到 的 。 设 DD 二 1 且 DDE 2 无 平方 因子 ， 
则 Q(v 忆 ?经 过 所 有 的 二 次 域 , 故 不 失 一 般 可 设 Q(w 了 万 ) 为 二 
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次 域 。 
当 刀 = 三 2，3(mod4) 时 ，1， 居 万 是 Q(v 万) 的 一 组 整 底 ; 


当 万 =1Cmod4) 时 ，1， -二 汉王 是 Q(V 万 ) 的 一 组 束 


底 。 
Q(V 卫 的 单位 芍 与 Pell 方 程 有 关 。 设 x+ yo(w = 也 或 


LO) 为 QCw 万 ) 的 单位 数 ,x + yao 为 x+ ya 的 共 斩 数 ， 


记 由 

N(x+y0) = (x+ ym) (x+ yw) 
x+ 区 )*-D-， 当 DD=1(mod4) 
x2 Dy 当 D=2,3(mod4) 


多 
知 ， 求 出 Pell 方 程 
(2x+y)*- Dy?:=+4 
和 X2 Dy’:= 十 1 


药 全 部 解 可 给 出 二 次 域 Q(v 万 ) 的 全 部 单位 数 。 我 们 有 ; 
在 D <0 时 ，Q(w-1) 有 四 个 单位 数 +1, +i;Q (w-3) 有 


六 个 单位 数 土 1， + + 。 除 开 这 两 种 情 


形 外 ,Q(wWDD) 都 仅 有 单位 数 +1, 在 D>>0 时 ,Q(wD) 中 必 存 
在 基本 单位 数 7， 使 得 Q(w 万 ) 的 一 切 单 位 数 吕 可 玫 为 ， 
+n", NnEZ, 
页。 与 有 理 整 环 Z 类 似 的 ， 可 在 代数 整 环 Z[0] 上 定义 整 
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除 、 素 数 等 概念 ， 从 而 研究 Z[0] 上 的 唯一 分 解 定理 。 

设 aq，BE2ZL90]， 车 ?EZL0] 使 4a= 0?， 则 称 8 整 除 c( 也 
称 B 是 a 的 因子 ) ， 记 为 8 | cy 否则 称 p 不 整除 c， 记 为 8B+ 
ao。 若 x、p 仅 相差 一 个 单位 因子 ， 则 称 a 与 8 相 结合 。 如 果 a 
除了 单位 数 和 与 < 相 结 合 的 整数 外 ， 不 被 250] 中 其 他 整数 整 
除 ， 则 a 称 为 ZL0] 或 QC00) 中 的 素数 。 

很 明显 ， 任 一 非 单位 整数 都 可 以 写成 若干 素数 的 乘积 


〈 这 个 过 程 称 为 分 解 ) 。 例 如 在 ZL[w-5] 中 ， 我 们 有 
6=2.3=(1+w-5)(1 -ww-5)， 


而 2,3,1+ -5 和 1- -5 都 是 Z[v 5] 中 的 素数 。 由 这 个 例 
子 可 以 看 出 ， 代 数 整 环 2[b] 中 的 整数 分 解 一 般 是 不 唯一 的 。 
但 在 许多 丢 番 图 方程 的 研究 中 ， 为 了 使 问题 得 到 展开 ， 常 常 
需要 把 所 研究 的 问题 放 在 整数 唯一 分 解 的 整 环 中 考虑 ， 这 就 
是 当初 Kummer 引 进 理 想 数 的 原因 。 
设 a,，…,a, <Z[0], 则 由 所 有 形 如 

UR SA) 
的 数组 成 的 集 称 为 由 a ,，…,a ;生成 的 理想 数 ， 以 [a1,…， 
4 ;J 天 之 。 仅 有 一 个 代数 整数 a 生成 的 理想 数 [a] 称 为 主 理 
想 数 。[1] 和 [50] 分 别称 为 单位 理想 数 和 零 理 想 数 。 

设 4=[ai,…,a;]，B=[B,,…,pB,]， 定 义 

AB=[a1pB1, ap sas bis a Pi]o 
如 果 理 想 数 4 除了 单位 理想 数 E[1] 和 本 身 以 外 ， 不 能 分 解 出 
其 他 因子 (或 说 不 被 其 他 理想 数 整除 ， 则 4 称 为 素 理 想 
数 。 显 然 ， 任 一 理想 数 都 可 以 分 解 为 素 理想 数 的 乘积 。 可 以 
和 证明， 如果 不 计 次 序 ， 理 想 数 分 解 为 素 理想 数 的 乘积 是 唯一 
的 。 
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下。 设 a EL[0], 理 想 数 4 | fc] 也 记 为 4 |c 或 cE4。 
若 4 1a-p，a，BEZL0I， 则 称 a2，B 对 模 4 同 余 ， 记 为 
a 二 6(modA4)。 利 用 同 作 关系， 可 以 将 Z(9) 中 的 所 有 数 进 
行 模 4 分 类 ， 其 类 数 记 为 W(4)， 称 为 理想 数 4 的 范 数 ( 
N(A) 显 然 有 限 )。 易 知 

1) 设 a€2ZL59], 则 N(([a]))= | N(a)|， 

2) N(AB)=N(A)N(B); 

3) 设 卫 为 素 理想 数 ，a € 2Z[590]， 则 

a*T’=a(modP), 


现在 我 们 考虑 有 理 素数 p 在 二 次 域 Q(w 万 ) 中 的 分 解 。 我 


D [9]=P<> (会 )= -1 


2) [pj]=PP, PARP, N(P)=N (BP)=p 


3) [p]=P’, N(P)=pe>( 人 )=0 。 


这 里 
入 = {7 当 品 寺 1(mod4) 
~ (4D, 当 D=2,3(mod4) 


称 为 Q(v 石 ) 的 基数 ， (全) 表 Kronecker 符 号 。 


了 。 下 面 介绍 在 解 丢 番 图 方程 时 经 常用 到 的 结果 。 
设 4，B 是 Q(0) 上 的 理想 数 ， 如 果 存 在 a, hE 2Z[50] 使 
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得 
faj A =[581B, 
则 称 4，B 司 属 一 个 理想 数 类 ， 记 为 4~B。 由 此 关系 可 将 
Q(0) 上 的 全 体 理想 数 分 类 ， 其 类 数 h 是 一 个 有 限 正 整 数 , 称 
为 QC00) 的 理 想 类 数 ( 简 称 Q(9) 的 类 数 )。 我 们 有 ， 任 给 Q (9) 
中 的 理想 数 4， 总 有 x E258i3 生 得 
A*=[La], 
斑 此 立即 推出 ， 如 果 (1,h) =1, 4 是 一 个 主 理想 数 ， 则 4 是 
一 -个 主 理想 数 。 
这 个 结果 是 我 们 解 丢 番 图 方程 
XYy=c2!, (x,y)=1 《3) 
的 主要 依据 ， 这 里 x，y，z EZL50] 是 变 元 ，c E2ZL0] 是 给 
的 。 
例 1 设 Q(0) 中 的 理想 类 数 为 :，(1，h) =1， 则 丢 镭 图 方 
程 (3) 在 ZL[01 上 的 全 部 解 可 下 为 
X=é1c1Q0!', y=E.csp!', 2= 6s0ap, (4) 
这 里 16，=2s'，cC1cs=c 且 ,65616253 是 QO0) 中 的 单位 
数 ，c1， csi， a, BEZLOI, (ci,cs)= (0, PB)=1。 
证 为 了 使 (3) 式 得 到 展开 ， 我们 把 (3) 化 为 理想 数 方 程 
| [x]Ly] = [cjLz]’。 
也 理想 数 的 唯一 分 解 定理 ( 焉 ) 知 ， 上 式 给 出 
[xj]=[Lc,J]A’', [y]=[cs1B’, [2] = AB, 5) 
这 里 [cj] = [cI[csJ]，(eisc2)=1。 由 (4，1) =1 知 , 4,B 均 是 
(90) 上 的 主 理想 数 (看 VY)。 设 4=[Ea],B=[f], a, PE 
Z[L0]， 则 (5) 式 给 出 
[x1]=[c.a'J, [yj=[Lec.pB'], [LZ]= Lap), 
扯 此 即 得 方程 (3) 的 解 (4)， 证 毕 。 
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例 1 的 结果 是 我 们 利用 代数 数论 解 丢 番 图 方程 的 一 般 思 
路 。 在 一 些 特殊 的 问题 中 ， 常 常 上 只 用 到 二 次 域 Q(wWD) 的 情 


形 。 设 /万 ) 表 示 Q(v 万 ) 中 的 理想 类 数 , 则 在 万 <0 时 A() 
= 1< 人 站 门 =-1，-2，-3，-7，-11，-19，--43，-- 


67, 一 163。 下 面 我 们 举 几 个 在 二 次 域 Q(w DD)(h(D)=1) 
中 考虑 的 丢 番 图 方程 的 例子 ， 以 说 明代 数 数论 方法 的 应 用 。 
例 2 设 ?>1， 则 丢 番 图 方程 
1+X?=y" (6) 
没有 正 整 数 解 。 

证 显然 ?不 能 为 偶数 ， 所 以 不 妨 设 ?为 奇 素数 ， 由 (6) 显 
然 y 三 1 (mod2),x 三 0(mod2)。 现 把 方程 (6 ) 化 为 Q(w-1) 
中 的 方程 

(I+ XI (1 Xl) = yo 
设 d=(I+xv-l， 1-xvV-D); 则 d 12，d |1+xw 了 I， 扒 
出 d | 1， 故 d =1。 由 于 h(-1)=1， 所 以 由 例 1 的 结果 知 ， 
上 式 给 出 

1+xw-1=E， +o DD) y=4 + ， (7) 

这 里 : ,为 Q(w=-1) 中 的 单位 数 。 由 工 知 ，Qrv 卫 ) 的 单位 数 有 
土 1 ，+1i。 显 然 ， 当 5 1 = 土工 时 可 归并 到 (7 ) 式 右 端 的 括 
号 内 ， 又 由 于 当 n 二 1(mod4) 时 i =i"， 当 nn 三 3(mod4) 时 i = 
《一 让 ", 放 $1 = 土 i 仍 可 归并 到 (7) 式 右 端 的 括号 内 。 这 样 , 不 失 . 
一 般 可 设 £, = 1， 由 (7 ) 式 利用 二 项 式 定理 展开 ， 得 出 

1 = to TD "+ uv 1)" 

2 


n-2j — i 
= oD C8y 


0 二 7 :- 
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由 此 知 中 1， 所 以 4= 土 1。 


如 果 w= -1， 则 (8) 给 出 
S -Vy — 2 
一 2 三 ,之 ， 2 ) ev ， 


7 。 一 SE 
由 于 "是 奇 素数 ，n[( ”) (1<j< 好 1) , 故 上 式 推 
2] 


出 ?12， 这 不 可 能 。 
如 果 #x = 1， 则 (8) 给 出 

_ ny ， 

"= 了 (3 jvv -1) (9) 


1= js 一 


由 y=42+o2， 2+y 知 2jo。 故 用 比 较 素 数 寡 法 ( 见 第 二 童 
34) 知 ,(9) 给 出 "= 0， 从 而 y= 1，x= 0， 非 (6) 的 正 整数 解 。 
证 些 。 

例 3 证 明报 番 图 方程 

y=4° +X, (Xx,y)=1 | (10) 

仅 有 正 整数 解 (x,y,z) = (11，5，1)。 

证 如 果 (10) 有 正 整数 解 , 则 显然 ,2 + x,y=1tCmod4)。 
由 (10) 得 

(2 + Xw-1)(2 一 x I) = ys， 
因为 2+x， 所 以 上 式 给 出 

2 十 XV -1= (ut+vv 1)?, Y= Uy 
由 此 即 知 

2: =u(42— 302), 
由 y 三 1(mod4) 知 a，v 一 奇 一 偶 ， 因 此 上 式 给 出 

#4= 二 2°, 4 一 30:= 圭 1， 


此 即 
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227~3v?=1, 
对 此 取 模 8 知 ，z=1，v =1， 给 出 y=5，x=11， 即 得 方 
程 (10) 仅 有 正 整 数 解 

(x，Y，2)= (11，5,1) 。 证 毕 。 

例 4 丢 番 图 方程 

X77T= 2 (11) 

仅 有 正 整 数 解 

(x,y)=(1, 3), (3, 4), (5, 5), (11, 7), (181, 
15)。 
证 显然 (11) 给 出 y 宇 3。 我 们 在 二 次 域 Q0(wV-7) 中 来 考 虑 方程 


(1)。 由 于 Q(WV5) 有 一 组 蓝 底 1,- 线 涛 了 ( 刚 了 )， 襄 
QV) 中 的 整数 丝 具 有 “的 形状 ,这 里 4=v (inod2)。 


于 是 把 (11) 改 写 为 QC(w-7) 中 整数 所 满足 的 方程 


(二 (>) =2", 了 二 站 二 2。 (12) 
我 们 来 汪 明 (和 t7， 和 7) =1. 设 d= (7 ， 


7), 册 d | 7 = 7, 由 于 vw-7 是 
Q (WV-7) 中 的 素数 ， 故 d = 1 或 v-7。 如 果 d=wv-7, 则 由 d| 


于 + x 知 7 = NCWV-75 1x*， 得 出 ?|x, 这 而 


由 (11) 知 ;显然 不 可 能 。 于 是 d = 1。 这 样 , 由 h(-7)=1 知 , (12) 
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给 出 


4 To 或 +77 


三 〇 《13y》 
2 


/一 7 一 一 ww 一 ?一 @? 
其 中 @ = -1 令 @ = lV 站， = 
2 


则 由 于 (13) 给 出 


;一 +1 
:oj=o 或 (2 


知 5, = 二 1。 而 我 们 在 第 二 章 87 的 例 4 中 证 明了 

D = 二 1<- 之 ?= 1T，2，3，5 和 13， 
故 方程 (11) 仅 有 正 整 数 解 (x,y)=(1，3)，(3，4)，(5， 
5),(11,7),(181,15)。 证 毕 。 

例 5 设 D( 志 1) 无 平方 因子 ,bp 为 奇 素数 旦 p + D。 如 果 
丢 番 图 方程 

x*:—~ Dy:*=p’, (x,»)=1 (14) 

有 下 整数 解 ， 可 设 (xo,yo,20) 是 (14) 的 正 整 数 解 中 使 z 为 最 
小 的 一 组 解 ( 称 为 最 小 解 ) ， 则 (14) 的 全 部 解 可 表 为 " 

x+yvVD=e(xo+y VD) exo -yov 万 )， 

z= zof 0<iEZ，se 为 Q(v 万 ) 的 任意 单位 数 。 

证 在 二 次 域 Q(w 万 ) 中 分 解 (14) 式 得 、 

(x+yv D(x- yw 万 ) = pt (15) 


因为 (x,»)=]，p 为 奇 素数 且 p + D， 故 易 知 (x+ yD， 
x yD) = 1。 又 因为 假设 (14) 有 解 ， 故 有 (- 二 - ) = 1。 
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因此 ,由 古 知 [pj 在 QC(wVD) 中 可 分 解 为 ,， [p]= PD，,P*P 
且 N(P)=N(0P)=p。 现 把 (15) 改 写成 理想 数 方 程 ， 得 出 


[xtyw DItx- vw DI=[p1:=P: PP’, (16) 
故 由 理想 数 的 唯一 分 解 定 理 知 ，(16) 式 给 出 
[x+vyw DJ]=P: 或 [x+yw DI=P,, (17) 


这 就 存 己 或 五 是 一 个 二 理想 数 。 由 假设 知 P*e= [xn 
+yow 万 ] 或 Lx, 一 vow 有 0, 写 z2=1zo+7,0 志 ?之 2z6, 则 PP' 是 
一 个 主 理 想 数 。 故 由 zo 的 最 小 性 知 >= 0， 于 是 z=tzo， 且 
《17) 化 为 

[x+yw 万 ]= [xu+yow 万 ] :或 [x,- yow 万 ] '， 
由 此 即 得 (14) 的 解 。 证 毕 。 

显然 ， 在 例 5 中 ， 如 果 D<0,D-1,-3, 则 Q(wD) 
中 的 单位 数 为 +1, 故 e = +1; 如 果品 >0 ,D1, 则 Q(wD) 
的 单位 数 为 +7"，nE€2,7 为 Q(w DD) 的 基本 单位 数 ， 放 e = + 
Wo 
例 5 的 结果 ( 当 刀 <0) 在 许多 丢 秋 图 方程 的 研究 中 都 有 
应 用 ， 例如 ，. 曹 诊 富 给 出 它 对 Hall 方程 p" ~- gq" =2、Hugh 
Edgar 方程 -二 = 9* 和 "~ g* =2'( 这 里 p,9 均 表 素 数 ) 
的 应 用 (参见 第 九 章 红 和 第 八 章 83) '， 得 出 了 一 系列 的 结果 
《 见 [13、[2j 和 [533》。 ， 

利用 代数 数论 方法 ， 还 可 以 处 理 一 般 的 丢 番 图 方程 

x? 一 号 y=h， 吕 >>0 非 平方 数 (18) 
和 
X4 一 万 y2 = 有 R， 丰 >0 非 平方 数 (19) 
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《人 参阅 第 七 章 84) 。 例 如 ， 对 方程 (18〉， 可 设 D =e?d， 


44>1 无 平方 因子 。 在 二 次 域 Q(wd ) 中 ， 令 
(x,ey’), 当 d=2,3(mod 4); 


(a, 6)= (x~ey’,2ey:), 当 d=1(mod 4)。 
出 
Ne+ba) =h, (20) 
这 里 
人 Vd, 当 d=2,3(mod 4)) 
i | vd 当 d 二 1(mod 4)。 


， 2 
于 是 ， 在 ZL。w] 中 ， 我 们 可 以 找到 一 个 有 限 子 集 玉 和 一 个 单 
位 数 e， 使 得 
N(n)=k, nEK 和 N(e)=1。 
所 以 (20) 推出 
at+be = 圭 ne"”， 对 某 些 n EK， ED (21) 
设 %=2m+7，jE{0,1)， 令 
nei=stto, Ee"=U+vO, sst,dsUEZ, 
则 由 (21) 给 出 
a+bo= +ne’ ee ”= + (s+t0) (4 +v0)’, 
出 此 推出 ， 
1) 当 d =2,3(mod 4) 时 ， 我 们 有 
tey* =tuy:+2su0 +tdv’s 


2) 当 d=1(mod 4) 时 ， 我 们 有 


i 


: d 
+t2ey?=14 +2(8 +t) uv +(s ot ja:。 


这 就 使 方程 (18) 得 到 了 展开 。 


习 题 
1。 证明 备 番 图 方程 
X2 十 7 一 2* 
仅 有 正 整 数 解 (x,y,2)= (1,1,3),(3,1,4)，(5,1,5)，《〈11y， 
1,7),，(181,1,15) 和 (13,3,9)。 
2。 设 DD 汪 >2,Q(v -DD) 的 类 数 h 满 足 (1,h) =1， 草 于 


番 图 方程 
x"— Dy:=]1, n>2 


如 有 正 整 数 解 ， 必 有 2|x。 
3。 证 明 丢 番 图 方程 
X2 十 2=y"， n>2 
仅 有 正 整数 解 x=5，y=3，2=3。 
4。 证 明 x?*+11=4y 仅 有 正 整 数 解 x =31，y =3。- 
5。 设 万 1 无 平方 因子 ，Q(VD) 的 类 数 不 被 3 整除 ， 
且 Q(w 万 ) 的 素数 没有 一 个 整除 2m, 则 丢 番 图 方程 y* - Dm? 
= YXs 给 出 土 y+Hmw 万 = was, 这 这 里 a 是 QCVD) 中 的 整数 且 


4 是 Q(V 忆 ) 的 基本 单位 或 1。 
“$2 代数 数论 方法 ( 工 ) 


在 81 中 我 们 讨论 了 把 丢 番 图 方程 放 到 代数 整 环 中 研 究 
的 一 些 方法 ， 这 个 方法 的 实质 是 利用 代数 数论 的 一 些 知识 把 
委 香 图 方程 化 成 若干 容易 处 理 的 方程 这 一 节 ， 我 们 将 利用 


域 Q(w-3) 中 代数 整数 的 性 质 ,引进 三 次 剩余 特征 的 概念 , 利 
用 三 次 剩余 的 一 些 结果 来 解 某 些 含有 x* + y* 形 的 委 番 图 方 
程 。 相 应 地 ,引进 ! 次 剩余 特征 可 以 解 某 些 高 次 的 丢 番 图 方程 。 
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I , 设 o = 于 3 ,0++@+1=0, 由 二 次 域 QCW-3) 


的 知识 知 ,QC(v3) 中 的 全 体 整 数组 成 的 整 环 Z[w -3 ] = 
Zre], 这 里 Z[w] 称 为 Eisenstein 环 ， 由 下 式 定义 
Z[o={a+bo|a,bE LZ}, 


在 域 Q(wV 3) 中， 整数 为 4+ bw，a，bEZ， 单 位 数 为 土 O* 
(n=0，1,2), 素 数 为 : 

1) 有 理 素数 g 三 一 1(mod 3) 是 素数 ; 

2) 如 果 有 理 素数 p=1 (mod 3), 则 p=N(x)=xzx’ 

=a?~ab+6b? 的 因子 x =atbw,， nw’ =a+bo: 均 为 

素数 

3) 4=1- 0@ 为 素数 ， 这 里 和 4? = -3o 。 
设 rEZF[o] 是 素数 ，N(r) 半 3，r+ a EZLwmj， 则 NN (7) 志 
1(mod 3),，a*" 1 二 1(mod x), 由 此 推出 存在 唯一 的 
1=0，1 或 2， 使 得 


NGz)-1 
3 
a =@W! (mod x)。 (1) 


于 是 ， 定 义 c 对 模 z 的 三 次 剩余 特征 为 


-2 0! 
(= s 3? 


其 中 tf 满足 (1) 式 。 现 在 我 们 引进 本 原 数 的 概念 。 如 果 x 三 
-1(mod 3)，y 三 0(mod 3)， 则 称 x + y@% 为 本 原 数 。 很 显 
然 ， 任 给 整数 a + bw EZ[5oj， 均 可 写成 十 DO” 4" 与 一 个 本 原 
数 的 乘积 。 因 此 ， 任 意 cEZ[o]，c 均 可 分 解 为 
oa=(-1)"®’ /Azril rs, 
其 中 4， v,w,ai(j=1, …,5) 均 为 非 负 整数 ， A=1- ,ni 
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(=1…;s) 是 本 原 素 数 。 由 此 可 见 ， 计 算 (2 )， 


时 为 计算 (3 (入 (和 (于 


,9 
在 xia 时 ， 我 们 有 

GD GD 
设 T =atbe，a=3m 一 1，656=3n， 央 有 


O 〇 一 包 
nt =) 2" 
( A ). ? ( 3 ° 


-1 


(1 一 0)*= -3o 有 


注意 到 os = 1， 我 们 得 到 
9 
由 于 
(7).= (7), 
故 容易 推出 (一 一 ) =1< 之 x =a(mod 6)。 下 面 我 们 利用 三 - 


次 测 余 特征 来 解 车 干 丢 番 图 方程 。 
例 1 丢 番 图 方程 
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xs3+ys+223=1 《27) 
如 有 整数 解 ， 则 6|x 或 6| y。 
证 对 方程 (2) 取 模 9 知 3|xy， 不 妨 设 3|y， 此 时 x 三 十 1 
(mod 3)。 在 ZLw] 中 ， 方 程 (2) 可 改写 为 
(Xty)(x toOV) x +o vy)+22 =1, (3) 
由 于 x + yw。 可 分 解 为 
X+YO= AA 
其 中 x (j= 1,… ,人均 为 本 原 素 数 , 且 N (zj) 夺 3(j =1,…,)， 
故 (3) 式 给 出 “i 
(22)° 二 4(mod xz;) (j=1,.…,1), 


4 ， 
(oe 
帮 得 出 zj 二 a, (mod 6)，a; €2(j=1,…,), 所 以 


x +yYoO 王 土 Ola (mod 6)， 
由 此 推出 6 y。 同 理 ， 若 3fv， 则 推出 6 x。 i 证 毕 
例 2 天香 图 方程 | 
Xt+ty +23=3 C4) 
如 有 正 整 数 解 ， 则 x 三 y 三 2 (mod 9)。 
证 对 方程 (4) 取 模 9 知 x= 二 Zz 三 1 (mod 3)。 
改写 方程 (4) 为 
(xX+y) (x+oy) (Xx+o y)+2 =36 C5) 
由 于 @(x +@y)=2. (mod 3)， 故 x+oy 苘 分 解 为 
KX+OY= ONAN 
其 中 zx ;(j =1,…,) 是 本 原 素数 。 所 以 (5) 给 出 
2 三 3 (modzx,) (j=1,.",1)。 
出 于 (4) 给 出 3 + xs+y3， 故 ri+3(07=1， 0， 上 式 给 出 
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3 


Ti 

这 里 设 x ;=3m; 一 1+3#;@ (j=1,…,1)。 由 此 即 得 
n;=0 (mod 3) (j=1,°%,1t), zi=3m; -1 (mod 9) (j= 
1，…,t)。 于 是 

w (Xt+Oy)=+ (mi -1m -1) (mod 9)， 
即 | 

-y+ (xX-y)oE+t (3mim1),"(3m:—1) (mod 9 
所 以 x=》 (mod 9)。 同 理 可 证 y 三 2 (mod 9)。 证 毕 。 

方程 (4) 现 在 已 知 有 四 个 解 (x,y,z)=(1,1,1), (4,4, 5)» 
(4, 一 5,4) 和 (一 5,4,4) ,它们 显然 都 满足 x 三 y 三 z(mod 9)。 
但 方程 (4) 是 否 还 有 别 的 解 ? 这 是 一 个 困难 的 未 解决 问 题 。 

例 3 设 p 三 2,5 (mod 9) 是 素数 ， 则 丢 番 图 方程 

X +y = p22, 20 (6) 

在 Z[。%] 中 除 p=2，x?= y= 2 外 ， 无 其 他 的 解 。 

证 若 (6) 有 和 解 ,不 妨 设 (x,y)=1, 且 x,y,z 是 (6) 的 所 
有 解 中 使 N(xy2) 为 最 小 的 一 组 解 。 在 Z[LoJ] 中 ,方程 (6) 可 
分 解 为 

(xX+y) (x+ yw) (x+ yo )= pz | (7 
Sa=x+y, P=xo0t+yo!, p=x0 +9y, 则 
6= (a,B,7)=1,1- ao 或 1-o?， 

所 以 由 (7) 得 出 


号 本 =p(3) 。 ca} 


(8) 给 出 
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C 3 pb _ 3 7 
§ ES1X1, SS “és 


这 里 eyeyyss* 是 ZEo] 中 的 单位 数 ,eleses =1， 且 xiyizi= 


3 于 0。 由 于 gt+ B+p= (XT yt (XO+ YO) (XGO 十 
ooy)=0， 放 得 
ex?it+teryit+pes2i=0, slices=1， (9) 


力 p 
式 给 出 
Xi+yi= pn21, 7= 1, 


即 得 出 x,， 土 y1， 芋 2 1 为 方程 (6) 的 解 。 故 
N(xyad SN sd) = N (3-). 


由 此 得 出 W(6xy) 和 1， 所 以 NW(6xy) =1，6，x,y 均 是 单位 
数 ， 即 xs= 二 1，w” = 土 1。 由 x，y 的 假设 推 知 ， 方程 (6) 
在 p>2 时 z=0, 这 不 可 能 ， 在 p=2 时 仅 有 x?= y=23。 
出 例 3 立 即 推出 , 设 p 二 2,5(mod 9) 是 素数 , 则 丢 番 图 方程 
. Xs+ yt = p23, z0 i 
除 p=2，x = y=z 外 ， 无 其 他 的 整数 解 。 
利用 QC(w-3) 中 整数 的 一 些 性 质 还 可 以 解 一 些 形 如 
axs+by*+czs—dxyz=0 (10) 
的 丢 和 看 图 方程 。 令 站 = axs， 了 =by3s5，2 = cz3， 取 =YXy29 
则 (10) 可 化 为 求 如 王 两 个 方程 的 公 解 ， 
X+Y+Z=dW, (11) 
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XYZ=eW’, (12) 

求 方程 (10) 的 有 理 数 解 与 求 其 整数 解 是 等 价 的 ， 但 求 (11) 和 

(12) 的 有 理 数 公 解 ， 却 是 特别 的 困难 ， 即 使 对 于 歼 =1 也 是 
如 此 。 

在 Q(v-1) 中 ,可 以 引入 四 次 剩余 特征 的 概念 ,利用 四 次 

剩余 特征 也 可 解 一 些 丢 番 图 方程 。 由 于 这 个 概念 在 解 天 番 图 

方程 时 ， 常 常 是 只 用 到 ( 一 ) (p=1(mod 4) 为 有 理 素数 ) 


的 结果 ， 或 等 价 于 直接 取 正 整数 模 ， 而 这 些 在 第 二 章 的 $1 
中 已 经 介绍 过 了 ， 故 这 里 从 略 。 

I 。 设 m 是 一 个 正 整数 ， 刀 。 表示 m 次 分 加 域 Q(5。) 
(5。 = e ?im ) 中 的 整数 环 。P 是 一 个 不 包 售 m 的 素 理想 , 册 


对 gE DD。， 定 义 m 次 剩余 符号 (多 一) 为 
a) ($$-). =0, aEP, 


b) 各 时 a EP 风 人 (和 是 一 个 "次 的 单位 要 


满足 (名 -=a mGmod P)。 这 里 NCP)=1D,/P|， 


144! 表 集 4 的 元 素 个 数 。 
根据 这 个 定义 。 我 们 有 如 下 结果 ， 
WN (P)— D/m 


“站 设 是 不 包含 m 的 素 理想 ,出 ( 全-) = . 


为 了 介绍 Eisenstein 互 反 律 ， 下 面 设 1 是 一 个 奇 素数 。: 
在 DD 中， 我们 有 [站 = [4-1]'-! 并 且 [I -61 是 一 个 次 数 
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为 1 的 素 理想 。 与 三 次 莘 余 一 样 ， 引 进 本 原 数 的 概念 是 重要 
的 。 一 个 非 零 元 a € 刀 , 被 称 为 本 原 数 ， 如 果 c 与 [ 互 素 ， 且 
a 三 a(mod(1 一 651) 7) 这 里 cEZ。 

2) 设 ! 是 一 个 奇 素数 ，a€2 与 互 素 ， 和 县 a DD ,是 一 个 
本 原 数 。 如 果 v 与 a 互 素 ， 则 有 

CC) 

现在 我 们 利用 Eisenstein 互 反 律 2) 来 解 Fermat 方 程 

xX + +2=0， /是 奇 素数 ，(x，y，z) =1。 (13) 

我 们 知道 ,1909 年 A.Wiefericht 5 曾 得 到 关于 方程 (13) 
的 一 个 重要 结果 :如 果 方 程 (13) 有 非 等 整数 解 ，1+ xyz， 
则 2 和 ' 二 1(mod J)。1912 年 ，Furtwingler 改进 了 Wie- 
ferich 的 结果 ， 证 明了 

例 4 如 果 方 程 (13) 有 非 零 整 数 解 ,1+ yz， 则 对 y 的 任 
一 个 素 因 子 p 有 p'-! 二 1(mod 1’) 

证 由 方程 (13) 得 

(xXF YINNtEy) x+E! ly) = (- 2) /6 (14) 
首先 可 证 x +51y 与 x+51 y( 这 里 i 二 j, 0<i,j<D) 在 及 ,中 
是 互 素 的 ,因此 (14) 的 左 端 给 出 的 每 一 个 理想 [x +&iy] 都 
是 一 个 ! 次 宪 。 四 ys 
考虑 ec= (x + 人?(x+ E19), 显 然 有 [a] 是 一 个 1 次 寡 。 
由 于 x+ 如 yy=x+y-》4， 故 cr (x+ 办 NTHM 这 里 si 
(x+y)'*y。 现 在 x'+y!'+2/ 三 x+y+z (mod 1)， 如 
lx+y, 由! 而 这 次 不 可 能 和 的 ;因此 1+ x+y, 给 出 
(x+y)' i! 三 1(mm0d 门 , 故 a 三 1 xz40mod42) 对 于 Ex“a 我 
们 有 S57*a= -ND)*a=(1+41) (11) tmod 12)。 
因而 "cx 是 本 原 数 ， 故 由 了 isenstei8 互 反 律 得 一 
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pb. _/{ si’a Ei CQ 
ra 
要 为 理想 [67"a]=[aj 是 一 个 1 次 军 ， 因 此 (15) 式 =1,， 又 由 
力 | ye。 a=(xXt+y)'!(mod p) 知 
oY /x+ I /1 四 : 
人 p 1 ( p ) = (x+y) i 2,™1， 
因此 (15) 式 给 出 
上 
p ) = 1 
设 pD,= PP, 


…P, 是 p 在 DD ,中 的 素数 分 解 。 已 知 N(P,) = 
{Hgf =1=-1 ee e=1) ， 故 由 1) 知 


(加 


由 ( 仿 ) = 1 知 ， 上 式 给 出 


SE pf gto# fv/ 
ll, =6, 1 
站 


= [Cpf-1 
1=61"5 pt! “wn, 


此 区 ug 1=0(mod Ds 国 g1i- 1 故 1+ g。 叉 网 # 二 
i HH “ 开 ， ， 
(x+ 2 


从 


一 三 0 (mod 1) 或 D" =1 
最 wi 有 i 
(mod 人)。 -由 于 fH 1。 故 p ICmod 12)。 证 毕 。 


IT i 


习 题 


若 丢 番 图 方程 zs + ys + zs =2 有 解 ， 则 必 有 6 整除 
Jo Jp 2 中 的 一 个 。 


2。 如 果 丢 番 图 方程 
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Xs 二 Vs 二 za3a=9 
有 正 整 数 解 ， 则 必 有 9 整除 x,y,z 中 的 一 个 。 
3。 在 ZL[wJ 中 ,证 明 丢 番 图 方程 

xs+ya=2bz3，b=5(mod 18) 是 素数 、，2z 寺 0 
4。 在 Z[w%J] 中 ,证 明 丢 番 图 方程 
xs 二 393=23， XVZE0 

无 解 。 
5。 证 明 委 盔 图 方程 

x +ys+2=6, 2)z 


的 整数 解 满 足 x 三 y(mod 18)。 


$ 3 p 一 adic 方法 


有 一 大 类 瑞香 图 方程 都 可 以 化 为 

， 0 二 On) =a. - GY 
的 范 区 ， .为 给 定 的 有 再 区 数 . 利用 代 雪 数 认 的 知识 (参阅 
§1) ， 力 程 (1) 可 以 化 为 
A ed wR), CS 
这 里 w' (j=2， oy 1) 表示 @(= wn) 的 共 示 ， co 和 8 分 
别 满 足 N-(c2) =a 和 入 (e) = 有 c 只 取 有 限 个 Q(b) 中 的 
整数 。 由 (2) 比 较 w1,…，w," 的 系数 可 以 得 出 若干 等 式 ， 
有 一 部 分 等 式 是 i | 

gi(x1g py Xa)=00=1, ,Nm), 

其 中 m 是 一 给 定 正 整 数 ， 是 关于 i …,% :的 有 理 系数 
多 项 式 。 然 后 利用 b 一 adic 数 的 性 质 可 以 给 出 方程 的 全 部 解 。 
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为 了 说 明 这 个 方法 ， 我 们 引进 p-adic 数 域 8, 和 p-adic 
整数 环 2 ， 的 概念 ， 这 里 的 p 表 素数 。 

我 们 首先 引进 p-adic 赋值 的 概念 。 在 有 理 数 域 Q 上 ， 
x CCQ， 所 谓 p-adic 赋 值 | x| ,定义 为 : 
0, Gx=0, 


i x1,= 
‘pb, 当 x=p (x1)=1H ptx 

显然 ，p-adic 赋 值 有 如 FE 性质 质 

1) ix| ,=0, 且 |x|， ey = 0, 

2) ixix2|,=|x1| ,| x2|,; 

3) jxi+txs|yE|x,|, + |xs|,o 
第 3) 条 性 质 还 可 以 加 强 为 

Ixitxs|pEmax(|xi|,, |x2|,)。 

一 个 Q 上 的 p-adic 收敛 序列 {x， }: 

I 1 
这 里 x, EQ， 定义 为 。 对 任 给 的 e>0， 存 挛 Lle) 使 得 当 m，。 
0, 有 本 ~ 

|xn ~%, he - 

成 立 。 如 果 上 式 换 为 [x， ~a|; 过 e, 则 称 p- adie 收 误 序 列 {x， } 
到 得 于 ofo€ 9)。 如 果 两 个 p-adic 收敛 序列 {x,} 和 {y。) 之 差 
{ws 一 9:} 收 和 仑 于 0, 则 称 {x,} 和 {>} 属于 一 类 。 由 所 有 p~- 
adie 收 敛 序 列 的 所有 不 同类 构成 的 集合 称 为 p-adic 数 系 。 称 
p-adic 数 系 :中 的 每 二 个 p-adic 序 列 所 对 应 的 p-adic 告 弘 
数 为 一 个 p-adic 数 。 所 有 p-adic 数 构成 一 域 ， 称 为 b-adic 
域 。 显然， 对 任意 x EQ,，，。 则 x 有 以 下 的 形式 ， 
=p "(0 +aptop’ +),0S<a<pli=0,1,.),m>0, 
其 中 宪 级 数 可 以 是 有 限 的 或 无 限 的 。 如 果 1x |, 志 1, 则 x 称 为 


104 


,中 的 整数 (p-adic 整数 ), 全 体 p-adic 整数 构成 一 环 ， 称 
为 p-adic 整 环 Z，。2, 中 可 递 元 迷 称 为 p-adic 单位 。 

等 级 数 的 收敛 性 判断 是 十 分 简单 的 。 因 为 级 数 习 o, 收 俩 
< 福 14,|,->)。 于 是 可 知 ,如 果 1a,1,>0, 则 f(x) = 习 aos 
在 lx1,<<1 时 收 化 ， 指 数 和 对 数 西 数 的 展开 式 为 


e ar tt + ( 1x1, < pi )， 


上 可 入 《一 工 ) x’ 
log(1+x)=x tt 了 


以 上 讨论 的 情况 可 以 把 Q 换 为 一 般 的 代数 数 域 Q(0)。 如 
果 e 是 Q00) 的 单位 ， 则 存在 有 理 整 数 a 满 足 
/1(mod p), 当 p 为 奇 素数 ， 


so 三 | 


‘1(mod 4), 当 p=2。 


冬 eesiyps， 其 由 于 5 < 元 
2 n—1 EY 
28) Fp 


+…(1xl<1l)。 


loge” = pé— 十 


n 


渔 此 对 任意 p-adic 整数 x， 我 们 可 将 
8 
展开 为 系数 属于 Q(0) 的 客 级 数 。 由 于 对 任意 4, 可 写 4= av + 
5,0<<b<a, 故 我 们 可 以 将 e* 展 开 为 系数 属于 Q(0) 的 罕 级 数 。 
下 面 我 们 通过 若干 实例 来 说 明 p-adic 方 法 在 解 形 如 (1) 
(或 可 化 为 (1)》 的 委 番 图 方程 中 的 应 用 。 
例 1 设 dq>1 是 一 个 给 定 的 整数 ， 则 丢 番 图 方程 
x+dy:=1, xy*0 (3) 
最 多 有 一 组 整数 解 。 
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证 假设 (3) 有 两 组 不 同 的 整数 解 (x1，y1)，(%;，》2)， 
Xiy; 寺 0(1i=1，2)。 令 0 = Va , 则 ss = x1+ yi0 和 ez = Xt 
y》20 都 是 域 Q000) 中 的 单位 数 ， 且 NN (e1)=N(e,)=1。 由 于 
Q(0) 中 仅 有 一 个 基本 单位 数 ， 故 存在 有 理 整 数 4, ,us 使 得 

el 162"26 (4) 
由 于 e , ,e;: 均 不 是 域 Q00) 中 的 单位 根 ， 故 车 4, 硅 0(mod 3)» 
由 (C4) 推出 三 0(mod 3)。 因 此 ，、 我 们 可 设 w, 守 0(mod 3)， 
于 是 (4) 可 化 为 

ei=ey， (5) 


其 中 4= -让 -是 3-adic 整 数 。 首 先 假设 yi=0(mod 3)， 
此 时 x 起 0(mod 3)， 改 写 (5) 式 为 


xi( 1+ +0) =E2» 


展开 ( 1+ 下 + 9) 为 宕 级 数 ， 比 较 0? 的 系数 ， 注 意 到 右边 bs 
的 系数 为 0 得 。 加 
ODENAOED (Jr 
在 % 六 0，1 时 ， 上 式 中 除去 2( 3) 人- 六) 得 
(1 | (5 中 二 (SS 中 0 
因为 y ,二 0(mod. 3)， 对 此 取 模 3 知 不 可 能 。 而 4= 0，1 时 分 


别 给 出 e ;= 1 和 e ,= e,， 这 些 都 不 合 假设 。 现在 假设 y, 专 0 
(mod 3)， 因 为 + 
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cei=xXI+3x33 .0+3x1y 0 + yi 
=1+3x?y.0+3x1y 0*=1+36, 
履 可 令 4= 3u+2a，ao =0，1，2， 于 是 对 (5) 取 模 3 得 
e111 二 es (mod 3)。 (6) 
如 果 4, = 2， 因为 e? = x?+2xX1V10+ y?07， 故 由 (6) 式 比较 
0 的 系数 推出 y ,三 0(mod 3)， 与 此 时 假设 y, 寺 0(mod 3) 
了 矛盾。 如果 4。 = C6， 则 4= 3vu，(5) 式 给 
(1+38)"= x + ya0, 
即 
习 3 (?)= x+ya0， 
HE=xityig+3xiy302 知 ， 比 较 上 式 两 端 9? 的 系数， 且 令 
<' 中 绕 的 系数 为 5,， 则 上 式 给 出 


py 3'6,{ ? ) = 0， 
i=0 i 


如 
3xX17y10 十 3 Xi yi( 3+. =0。 
有 除去 3x 1yi 得 
en) +n) 


这 里 Bi(i=2,3,…) 是 关于 x 的 整 系数 多 项 式 。 如 果 0 计 0， 


可 设 |o1s = ，4 宇 0， 则 册 


ot VY. (01 
(人 -3 Be (9-1), 422, 


及 3 是 一 个 3-adic 整 数 知 ， (7) 式 除 |01s = -外 ， 其 
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(ip fd 1 
他 各 项 均 有 | 3 8, ) | ,= 9 (>2) 且 >>4。 故 (7》 


式 给 出 v=0， 从 而 es= 1, 仍 不 可 能 。 
最 后 考虑 wo = 1， 此 时 4= 3"+1， 由 (5) 得 
(x1+ 9 3 (Y )=x, + va0。 
以 5b, 和 和 c, 分 别 表示 2' 中 人 和 9 的 系数 ， 则 比较 上 式 9” 的 系数 
得 
人 
除去 3xiy? 得 


20+ 3c， (2)+3rcs( = 
这 里 co, (= 1，2，…) 是 关于 xiyy1 的 整 系数 多 项 式 。 由 此 仍 
推出 v = 0， 从 而 4&= 1， 1629 不 符合 假设 。 证 毕 。 
由 例 1 可 推出 xs + (2 一 1)y?=1 仅 有 整数 解 x = 1， 
y=0 和 x=hk,， v=1。 
例 2 琶 鳃 图 方程 
Xs +3Xy:— 3y =1 《8) 
仅 有 整数 解 (x，%) = (1,0) 和 (1，1)。 
证 设 0 满 足 方程 9? + 30 - 3=0， 则 三 次 次 域 Q(0) 的 整 底 
1 肪 扩 ， 基 求 单位 数 是 e=T- 0，N(= 了 宙 人 二 
N(x -30)=1， 由 此 即 得  . 、 
XxX— yO0=e", UEZ 。 i (9) 
由 于 ea? = (1-0)5=1-30+302-02=1+3(02 -1)， 令 = 
0? ~1， 则 e? =1+35， 于 是 在 4 二 2Cmod 3) 时 ，(9) 给 出 
xX— ye =0° -20+1(mod 3)， 
比较 如 系数 知 0 三 1(mod 3)， 这 不 可 能 。 因 此 可 设 4= 3v 或 
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#= 37 十 1。 


在 4&= 3o 了 时 ， (9) 给 出 


xy0=0+s9 = 3 3 (7?) C10 

在 4= 3v + 1 时， (9) 给 出 
9 argif vd . 
x-y0=(1-0)D 35), (11) 


故 比 较 生 系数 知 (10) 和 (11) 均 给 出 "= 0 (参见 例 1 的 处 理 )， 
于 是 4=0，1， 由 (9) 给 出 Y=1，y=0 和 x=1l， yy=1 证 毕 。 

利用 p-adic 方法 可 以 处 理 更 多 的 二 元 三 次 式 方程 的 整 : 
数 解 ， 例 如 于 番 图 方程 

Xs— 3Xy 一 ?2838=1 
仅 有 整数 解 (x，3)= (1，0)，(0，-1)，(-1，1)， (1 
-3)，(- 3,2) 和 (2，1)。 有 些 二 元 三 次 式 方 程 有 很 多 的 解 ， 
因此 处 理 起 来 相当 麻烦 。 例 如 于 番 图 方程 
x +axy— (at+1)xy*+v?=1 

有 解 *=1， y=0; x=0, y=1; X=1, y=13%=1,》=a 
X= -a-1,»=1。 当 a= 3 时 ， 除 上 述 五 组 解 外 ， 还 有 四 组 
解 X= 一 1 Y=- 2 = 一 2 Y=- 3 X=9, y= 13 和 
x=-5，y= - 14。 但 我 们 不 知道 它们 是 否 是 当 a=3 时 
的 全 部 解 。 1 

我 们 看 到 ，p dic 方法 壮 是 根据 民 数 雪 论 知识 提名 
究 的 问题 化 为 方程 (1) 的 形式 ,根据 单位 数 的 性 质 建立 等 式 ， 
然后 比较 素数 p 的 方 寡 。 因 此 ，2-adic 方法 是 初等 方法 
中 比较 素数 宕 法 的 进一步 深化 。 


10k 


or -可 
站 = 三 一 1 
OO— 名 


仅 有 正 整数 解 x = 3，5 和 13。 


证 显然 2+x ， 册 名 二 -= -1 展开 得 


WO—0 
Tl Xx {Xx x 2 an 
-2 =(? )- (3 jx 人 (3 二 
” 故 得 
-2 1 二 x (mod 7), 


此 给 出 x 二 3，5，13(mod 42)。 下 面具 需 证 明 不 能 有 x 三 x， 
《mod 42)，x，€{3,5,13} 满 足 


OO O10O1_ 
- 三 = 一 1。 


e | 


@— @ 
为 此 设 741(x -xx,)，4>0， 则 
=O*10.-*] ~ o"1( 5 | 1+V3) 


地 | . 

(+ VT) (12) 
因为 x- 6), 故 . 
1(mad 7+1), 


t 


G+vV7) 1+( 


%— Xl _. XXi A2 
1 | 2 )(v3) 
+ "1+ (x XV 7 mod71+!), 
政 (12) 给 出 
QO’ 1(l+ (xX- x V7) (mod 72+1)。 
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@ ‘= :VT (mod Tx x 0mod 77)» 
故 得 
or =0"1+ (eA) V7 (mod 7771)。 (19 


一 一， (#7 (mod 7:71)。 (147 


由 (13)、(14) 两 式 相 减 得 


ar-oxrs=or_oOxrli+2。 3 xD) V7 (mod74+1)。 . 
由 于 o* "=@ "1~-@*1， 故 上 式 推出 71*!1| (x 一 x,)。 这 : 
与 假设 74 (xx - x,) 矛 盾 。 于 是 x= 3，5，13。 证 毕 。 
下 面 我 们 用 p-adic 方法 证 明 一 个 熟知 的 结果 。 
例 4 丢 番 图 方程 
X44—-2y“=1 《15》 
仅 有 整数 解 x*= 土 1，y= 0。 
证 显然 (15) 给 出 y=0(mod 2)， 以 2y 代 y，(15) 
给 出 
XX+— 32y4=16 (16) 
由 于 四 次 域 Q(b)(b = 47) 中 的 基本 单位 是 1+ 9 和 1+0， 而 : 
(16) 给 出 N(x+2y0) =1， 故 存在 有 理 整 数 4，v 使 得 
+(x+2y0)= (1+0)* (t+0)’, (17): 
到 模 2 得 
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CO 
《mod 2)， 册 此 指出 4 三 0(mod 2)。 
现在 蛙 开 (17) 式 的 右 端 ， 并 比较 引 ,0 的 系数 可 得 


(2) (0 (Dee 


0, (18) 
(3)rmral(?)+ (3) (3) 2) 
0, (19) 
由 (18) 式 乘 v 减 去 (19) 式 得 


-AF 
0 


如 果 u 志 0， 则 由 于 4 三 0Cmod 2)， 可 设 2‘Ha ，4 之 1, 于 是 由 
NE 2 Sag 


(2n+1)- 371 ( 2n )=0 Cmod 2:) RR 


知 (20) 推 出 2 入 :1 这 不 可 能 。 这 就 证 明了 w= 0 所 以 (号 


式 给 出 
ee yials 让 “= 一 0， 
与 前 同 再， 车 "0， 设 2 lo, 则 由 于 221( 35 ， 1 ) 知 ， 上 式 给 


十 2 1|v; 故 r= 0 这 样 (17) 式 就 给 出 x = +1,y=0。 证 毕 。 
例 4 告 诉 我 们 怎样 处 理 域 Q(0) 中 有 两 个 基本 单位 数 的 情 
形 。 


112 


习 题 | 

1。 用 bp-adic 方 法 证 明 丢 番 图 方程 % - 8y = 工人 仅 有 整 
数 解 YX= 土 1， >Y= 0。 

2。 证 明 委 番 图 方程 x: +2y2*=1 仅 有 正 整 数 解 x= 1、 
y=0; X= 1,，»= 二 1 和 Xx= 一 23，y= 土 78。 

3。 证 明 丢 番 图 方程 x*-1=7y" 仅 有 整数 解 x=1， 
y=0x=2 yy= 二 li x=4 yy= 寺 3 和 x=22，v= 土 39 。 

4。 证 明 丢 番 图 方程 x + x?*y -2xy?’ -y=1 仅 有 整数 
解 X*=1l,y=0;xX=0,y= -1;X=~-1l,y=1;xX= 一 1 y= 一 1y 
X=2,y=—1;X= -1,y=2; X=5, y=4; x=4, y= -9 和 
X= ~—9,y=5。6 

5。 证 明 丢 番 图 方程 x -4xy*+2y=1 仅 有 整数 解 
X=—1, y=—-1 x=1s y=0; X=1, y=2,; X= -5， 
y=3 和 x= -31，y=14。 , 
(提示 ;: 设 9 满足 0 - 49+2=0, 在 三 次 域 Q(0) 中 ,由 于 Q(b) 
的 整 底 为 1 0 0， 基 本 单位 数 为 1-0，1-20， 故 原 方 
程 可 化 为 (xx-y6)=(1-0) (1-20)7， 然 后 用 例 4 的 方法 
证 明 仅 有 x=1，v=0; 4=0, v=1; 4=0 v=0; w=5， 
v= -2 和 4 = 8，v=1)。 


$4 丢 鳃 图 撑 近 方法 


丢 盔 图 亿 近 的 成 果 被 用 来 求解 丢 番 图 方程 是 十 分 自然 
的 。 因 为 丢 番 图 到 近 的 主要 研究 任务 是 确定 有 理 数 交 近 一 个 
实数 的 精度 ， 因 此 可 利用 丢 番 图 逼近 的 成 果 来 证 明 丢 番 图 方 
程 的 解数 有 限 或 无 有限, 也 可 以 定 出 丢 番 图 方程 解 的 范围 ,再 使 
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性 计算 方法 给 出 方程 的 全 部 整数 解 。 

下 面 我 们 列 出 丢 番 图 逼近 的 一 些 结果 ， 这 些 结果 都 在 解 
委 盔 图 方程 中 发 挥 了 重要 作用 。 

I 。 有 理 数 逼近 代数 数 有 过 一 些 工作 。 一 个 简单 的 结 
果 是 Dirichlet 定 理 , 设 9 是 一 个 无 理 数 ， 则 有 无 穷 多 对 整 
数 x，y》 之 0 适合 不 等 式 

bd 1 

yi 一 0 | < yr 
假设 9 是 一 个 n>1 次 实 的 代数 数 ，1909 年 Thue 证 明了 对 任 给 


的 e>0， 当 #= -n+1 时 ， 满 足 不 等 式 


gl 
yy i (C1) 


的 整数 x,y>0 仅 有 有 限 组 。 后 来 ，Siegel 和 Dysor 又 分 别 把 
《1) 式 中 的 4 改进 为 4 = min (s+ 了) 和 A= 2n。 显 


1i< ss<n—1 


然 ， 这 些 改进 都 与 代数 数 0 的 次 数 有 关 。 1955 年 ，Roth 得 到 
了 突破 性 的 结果 ,他 的 结果 与 9 的 次 数 无 关 。Roth' 71 证明 了， 
对 任 给 的 e>0， 满 足 不 等 式 

,XxX 1 

了 去 
药 整 数 x，y>>0 只 有 有 限 组 。 由 Dirichlet 定 理 知 ，Roth 的 
这 一 结果 已 不 能 再 改进 了 。Roth 的 这 一 重要 结果 获得 了 1958 
年 国际 数学 家 大 会 的 非 尔 兹 (Fields) 获 。 

五 。 1966 年 前 后 ，Baker'5! 证 明了 一 个 十 分 重要 的 定 

理 : 设 a,,…,a, 是 n>1 个 非 零 代数 数 ，a; (i=1，…，#) 的 
次 数 和 高 分 别 不 超过 d 宇 4 和 二 4。 如 果 存 在 整数 b,，…， 
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D ,满足 
0< lilogai+…+oblogc| <e 
这 里 0<6<1， 晶 = max(|6, |，…，15, 1)， 则 
H<(4" 6-1d?"logh) "+ D2, 

这 里 所 谓 代 数 数 a 的 次 数 d 和 高 h， 是 指 a 所 适合 的 整 系 
数 不 可 约 多 项 式 @， x"+…+ax+udo(as 过 0) 的 次 数 m 和 系数 
la; (7=0， 1, 9 避 ) 的 最 大 什 ， 即 h = max(|aol, lc， 
9 lc。|)y。 

利用 Baker 定 理 可 以 给 出 一 类 丢 番 图 方程 解 的 范 围 。 对 
于 私有 有 限 个 解 的 丢 番 图 方程 ， 有 希望 给 出 它们 解 的 上 界 。 
而 给 出 了 上 界 ， 便 存在 一 个 有 效 的 计算 方法 给 出 全 部 解 ， 因 
而 使 用 Baker 定 理 的 方法 义 称 为 “有 效 方 法”。Baker 因 为 
这 项 出 色 的 工作 ,获得 了 1970 年 国际 数学 家 大 会 的 菲 尔 兹 奖 。 

十。 我 们 引进 函数 

ap | a(lag+1).A(B+1) ， 
Fla,PB,y,2)=1+ Ty 2 十 To ppEI) 2 十 …y 
易 知 该 函数 右 端的 割 级 数 在 |z|<<1 或 = 1，? -aa- b>>0 时 
是 收敛 的 ， 而 且 它 满足 微分 方程 
zl(z~ FYr+[(a+B+1)z- 7JF’+aBF =0。 
设 7 ,ws 是 正 整数 ，? = mi ++n，，n 宇 #1。 令 

G (2)= P(N 2), H(2)= 下 (了 一 

ni, 一 829 一 1 2), 以 及 


Fln, tl, 7 ,+ n+2, 2z) 
E(z2)= 一- 2 
Flnstl, 7 + n+2, 1) 
则 Beukersl!6: 证 明了 G (z) 和 和 刁 (2) 是 次 数 分 别 为 ?/,，#; 的 多 
项 式 ， 且 Gz) 一 态 (2)v1-2z=2"+1G (1)E (z)。 从 而 推出 
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1) 1G(z) -已 (z)w1-z1<G()izl 5 lz|<1; 
2) G(UD<G(z)<C(0)=1 0<z<!1, 


3) GO=( ) 隆 Ce ) 
1 ~! 


nn ni 1 ngk、 
0 (» )Em= DI) 
n t=0 Rk 7 “ 


1 
9 (Ja 人 Jean 
1 L 


6) 设 G*(z)= F(- 3 — (ns+1), — (Cn) +1), 


一 (2 二 2) zh， 
H*(z) = F( — (+1), — (n+1), 
出 有 -~ (n+2),2), 
G*(zYH (2)— H*(2z)G (2)= cz"!!, 


玉里 c 寺 0 是 常数 。 
利用 1) ~8) 条 可 以 证 明 丢 番 图 还 近 中 的 一 些 结果 。 例 如 1981 
年 ,Beukers' 1 证 明了 以 下 定理 ; 设 m €2Z, 则 对 所 有 整数 x， 
均 有 
3 2| 97 18m 3 9。 
| . . 

现在 我 们 利用 工 一 正 来 解决 斤 种 不 同类 型 的 丢 番 图 方 
程 。 1 

例 1 设 n 宇 3，f(x,y)=aox"+aX" 3 二 十 Gy 


为 不 可 约 齐 次 多 项 式 。 如 果 g(x,?) = 中 6,,*"y 为 一 次 


数 最 多 为 ?- 3 的 有 理 系 数 多 项 式 ， 则 丢 番 图 方程 
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fl(»%,Y)= 9(X,») (2) 

最 多 只 有 有 限 组 整数 解 x,y。 
证 由 于 x,y 的 对 称 位 置 ， 不 妨 设 1x| 记 131。 如 果 y= 
0， 则 由 |x| 三 |y|=0 知 x=0。 现 在 可 设 y>>0( 因 为 y<0 可 
将 负 号 并 入 系数 中 去 )， 令 Qj,…,Q;: 为 方程 f(x,1) = 的 2 

个 根 . 记 C = max ， 12,: | . 则 由 (1) 式 得 

oN v(x NEGHTovV+ + (1n-2)y" 2) 
EN GW (3) 

故 存在 一 个 741 委 jj 委 站 ， 使 得 

Ix -ay |< cy 

这 里 c= (mn?*G/lao|1)' 为 正常 数 。 因 为 f(x,1) 为 不 可 约 多 
项 式 ， 故 a ,,…,a, 中 任 两 个 都 不 同 ， 因 此 对 于 1<ij<<n， 
有 |ai; -cil>c>0， 所 以 在 ;二 /时 存在 正常 数 c*<c,， 当 


ec V3 
> (55;) 时 有 
Ix-ayl=|(a;-a)y+(x-a,y)| 


>c1y~ cy - cs ， 


盐 
LE Ix-aiy|> (csy)" '。 (C4) 
出 (3) 和 (4) 得 出 
lx -aiyl<- 溃 ， (C5) 
此 处 cs=c"/cs"-! 为 一 正常 数 。 现 在 由 (5) 式 即 得 
x 


c 1 
a ys yi 1>e>0, 
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由 工 中 的 Roth 定 理 知 ， 适 合 此 式 的 x,y>0 只 有 有 限 组 ， 这 
就 证 明了 例 1。 证 毕 。 

很 自然 地 ， 例 1 中 的 #= 2 时 结果 如 何 ? 由 工 中 的 Dirich- 

let 定 理 可 推出 ， 如 果 方 程 
ax:*+bxyt+cy:*+tdxteyt+f=0 
有 解 , 则 必 有 无 穷 多 组 解 (这 里 ,b? - 4ac>0 且 为 非 平方 数 )。 

在 例 1 中 ,利用 Baker 的 有 效 方 法 ,可 以 定 出 解 的 上 界 , 参 
阅 第 八 章 。 

例 2 设 Pell 方 程 x?* -DDy?:=1 和 x*- DD,y*=1 的 基本 
解 分 别 为 8=xo+ yow DD 和 Bi=% i+yVD,, 则 Pell 方 
程 组 

x*—- Dy’=1, y:*- Dz*=1 (6) 
的 整数 解 满足 


0 49 


[yl<M* i* 本 
这 里 M =max(6，p,)，V=log max(2x6o,2%x,,D)。 
证 我 们 用 工 中 的 Baker 定理 来 证 明 。 设 x, yz 是 (6) 的 
整数 解 , 则 有 


|y|= Ep Bb, +hi ,0, 1 之 0， (7) 
2vD 2 
这 里 6 =x。-y,VD,Bi=x1-y1VD, 有 PB =P,P, =16. 


令 


-6 oh., 
. 2wD 
则 P-!1=2vVDP*， Q-:= 26? 。 于 是 (7) 给 出 
尸 -Pi 让-=Q+rQ- 1 G8) 
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雪 为 P"!>>0，Q-!>0， 故 (8) 给 出 P>Q， 从 而 P <Q- 
于 是 由 Q-'<1 知 


,D+l1 D+l1 
故 
D+1 
Q>P- 二 方 -。 (9) 


另 一 方面 ， 假 设 x 宇 3， 则 
Bb” +VD) ,1 3 + 3 万 + 呈 
万 


D+riy 1 D+1 Dr+l 
= 2 (- 记 +)> 2 “4D 。 (10) 
因此 由 (9) 和 (10) 得 出 
_ D+1 D+1 
Qi<(P- 53H) <P GD 
再 从 (8) 和 (11) 知 
_ ps l -1 -if 1 D+l 
P-Q=P + Qi <P! (+7D-5) 
因此 ， 当 j 宇 3 时 
(P-Q)i _.(P-Q)’ 
jPi 2’ ! 己 *。 
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QOS (CRP-OQ) 


万 ”2 


CO CCC-O 1 
< 
PP-Q (PP--Q)’ 

二 万 十 万 。 


<P (而 和 他 与 je (而 + 三 ) 


1 D+l 16D(D?:+2D- 1)1 - 
< + (D-DD+1)’ |, 


2vD 


0<nlogh- logv D- mlogp 


_1 ,D+1\, 16D(CD2+2D-1D1 
<D( D + 万 二 )li+ 万 TCDD NE ? o° (12) 


如 果 ? 关 m， 则 (12) 式 右 端 <e-"， 故 由 下 中 的 Baker 定 理 知 : 
nL4 "481og max(2x0,2x,,D)]? 
=21470V49。 
如 果 2<m， 则 由 己 >Q， 我 们 省 
站 6 <P 
因此 (12) 式 右 端 <e-"， 故 由 Baker 定 理 知 


14710 48 


m2 


0 


于 是 ,从 (7) 式 知 
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| | <(max(,P)) max(e,n) 


1470 rd40 
oN 


<M? 
由 例 2 知 ，Pell 方 程 组 (6) 最 多 仅 有 有 限 组 整数 解 , 对 于 
某 些 给 定 值 的 DD,D |, 利用 Baker 的 有 效 方法 加 上 一 些 计算 


可 以 给 出 (6) 的 全 部 整数 解 。 
例 3” Pell 方程 组 
XxX”*—2y*=1, y:—32:=1 (137 


仅 有 整数 解 之 = 土 3，y 三 二 2， 2 三 二 1。 
证 ”由 于 (13) 式 中 两 个 Pell 方 程 基 本 解 分 别 为 


8=3+2w2， Bi=2+ 3， 故 由 例 2 知 


IJy|<GB+2 2) (og) so 
这 个 界 虽 然 很 大 ， 但 Grinetead!"1 提 出 了 一 个 用 计算 机 处 理 
的 办 法 。 由 (13) 解 出 


jy| = Bt- Pithi", m0, n>0, (14) 


< 


480 


假设 (14) 式 成 立 ， 贝 则 Grinetead 验 证 了 小 于 1095 的 所 有 素数 
pp， 发 现 (14) 均 给 出 n 三 1(mod p)， 于 是 
"=1(mod 工 pb)。 


<1095 


由 此 知 w= 1 或 ?> IT ， 但 由 于 


IY p>10s°, 
故 在 >>ITp 时 (14) 给 出 5 局 ?5 
480 


?<1095 1yj 之 519 ， 


因此 只 能 4= 1， 从 而 |y! = b= 于 是 给 出 (13) 仅 有 
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整数 解 X= 土 3 ，y= 土 2，z= 土 1。 证 毕 
例 4 设 也 <0EZ， 如 果 丢 看 图 方程 
x:—-D=2" (15) 


10loglD| 
有 正 整 数 解 ， 则 "过 435 + es 


© 


证 如 果 n 为 偶数 ， 则 (15) 给 出 
1D|I= |x’-2"|=|x-2" "||x+2" ?|>2"°, 
2logID EA ty 
故 %< 33 2 ， 即 结论 成 立 。 
现 设 2+ 2 ?=2m+1， 则 由 亚 中 Beukers 定 理 知 


/1.9 
D7 v2 > 9 


x 
i 


| 
1 1 > (16) 


现 由 (15) 式 推出 | 党- 1 |<1D 12-"， 攻 结合 (16) 式 得 出 


10log | 万 1 、 本 
1<435 十 log2 o 证 毕 。 


最 后 指出 ， 利 用 工 一 正中 的 结果 可 以 给 出 许多 著名 问题 
的 解答 。 对 于 焉 ， 由 于 从 1) 一 6) 可 以 推出 一 系列 丢 番 图 不 等 
式 ， 故 可 用 来 解 更 为 广泛 的 委 番 图 方程 。 


习 题 
1。 利 用 Thue 定 理 证 明 ， 设 4% 之 3，f (x,y) 是 n 次 不 可 约 
的 齐 次 多 项 式 ， 则 f(x,y) = a(o 为 常数 ) 仅 有 有 限 组 解 。 
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2。 利 用 Roth 定 理 证 明 ， 设 p,q 是 不 同 的 奇 素 数 ， 则 在 

六 >2(o-1) 或 c>2(0-1) 时 ，Catalan 方 程 
x*—-y’=1 

最 多 仅 有 有 限 组 整数 解 x, y。 

3。 如 果 于 番 图 方程 y2 = xs TAR,Rs0 有 整数 解 x,y， 则 
必 有 max(ix|,1yi) 志 exp(10'1°1k| 10?) 

4。 利用 Beukers 定 理 ， 证 明 丢 番 图 方程 x* +7=2" 仅 有 
正 整数 解 (x,?)= (1，3), (3,4)，(5,5), (11,7), (181,15)。 

5。 设 是 一 个 素数 寡 ，2 +m 宇 5。 如 果 丢 番 图 方程 x? = 
4q”"+49?”+1 有 整数 解 ， 则 g < 过 40。 


$5 其 他 的 一 些 高 等 方法 


本 节 我 们 介绍 解析 数论 和 丢 番 图 几何 的 成 果 在 解 一 些 委 
番 图 方程 时 的 应 用 ,我 们 知道 ,解析 数论 和 丢 番 图 几何 的 成 果 
异常 丰富 ， 它 们 研究 的 对 象 都 是 丢 番 图 方程 ， 只 是 解析 数论 
研究 丢 番 疼 方 程 解 的 个 数 的 估计 ， 而 丢 番 图 几何 研究 丢 番 图 
方程 上 解 的 定性 或 定量 性 质 。 这 一 节 ， 我 们 不 可 能 涉及 这 两 
个 重要 分 支 的 较为 全 部 的 结果 ， 我 们 只 想 说 明 一 下 ， 这 两 个 
分 支 中 的 一 些 结果 (有 些 结 果 直 接 就 是 关于 丢 严 图 方程 的 ) 
可 以 给 出 丢 番 图 问题 的 一 些 解答 。 

在 狠 析 数论 中 ， 我 们 熟知 第 法 中 的 一 个 结果:09) 设 mm 是 


自然 数 ，a; ,6 ,满足 (ao ,6:)=1(i=1,…,m)。 又 设 E= 末 


ai ll (a.b. -a.b,) 二 0,1 过 y 志 x(x,y 均 为 实数 )。 如 果 P 


1 < 


是 某 些 素数 的 集合 ， 且 有 6>0, 4 之 0 使 得 


-之 6 lozx log yy- 4， 


则 有 


4{n,X— ynEx,(a,n+b;, 0D)= 1(i=1,.,m)}< 


IT Vy 
(1 pb ) (Jogy) 7 (1) 


且 包 含 在 < 中 的 常数 仅 与 w 和 4 有 关 。 其 中 pCp) 家 未 全 
(ain+6;) 三 0(mo4 pp) 的 解数 ， 而 (a:n+6;,) =1 襟 未 ajn 
+6; 与 P 中 的 每 一 素数 互 素 ， 而 4{ } 表 示 集 合 { } 中 的 元 素 
个 数 。 
利用 这 个 结果 ， 我 们 来 证 明 
例 1 设 SCN) 表 示 不 超过 NN 使 方程 
4 1 1 1 


一 一 一 -一 一 


nn x y 2 


没有 正 整 数 解 的 那些 * 的 个 数 ， 则 有 


S(N)< NV, 


、 (log 六 ) 
证 容易 验证 ， 当 4 = (4&1)v 时 有 
4 1 J 1 


n Ry tankRtl) tangCht1)’ 
当 n+1= (48- 1)o 时 有 


4 
站 


当 #+4= (48 一 1)v 时 有 
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4 1 1 ,1 
n hv-lt nk np(Ry— 1)s 


当 4n+1= (48- 1)o 时 有 
4 1 1 


n nk RCV NY 二 
故 取 
P={p: p=-1(mod 4)) y=Xx, m=4, 


I (antb:) = n(n+1) (nt 4) C4n+1), 
机 de __ _ 1 PlP)-m 
得 EE =4*3 550, p(3) =2,1T ( 1- 2 ) 
ft ep 
=(3) 


由 Mertens 的 结果 (看 [8]) 知 


1 
如， ， pp 一 ok) log logx + O; (1), (L, Rk)=1, 
Bllmod ) 


故 取 k = 4， 1= -1， 知 


1 1 
pa -全 -一 一 xx 一 
p> log lozx— A, 
pb 


所 以 可 取 5 = 2 ， 由 (1) 得 册 


9 (X) < 尽 daz aa 证 上 毕 。 


Prd6s 曾 经 猜测 ， 对 大 于 1 的 每 个 正 整 数 %， 方 程 (2) 均 
有 正 整数 解 。 而 例 1 的 结论 说 明 ， 对 “几乎 所 有 ”的 n，Erd5s 
的 这 个 猜测 都 成 立 。 例 1 的 这 个 十 分 简短 的 证 明 是 杨 训 豆 
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得 到 的 ， 对 于 这 个 问题 的 进一步 推广 ， 即 对 于 方程 


与 。 = -全 ，o 是 给 定 的 正 整 数 ， (3 ) 


设 忆 ,,; (NN) 夹 示 不 超过 入 使 (3) 没 有 正 整 数 解 的 那 些 * 的 个 
数 ， 则 单 增 '1 1 用 解析 数论 钨 方法 证 明了 
E,,i(N) Nexp(~ ellogN) rt ). 
且 包 含 在 入 中 的 常数 依赖 于 ac 和 A。 
例 2。Catalan 方程 
XxX"—y"=1, m>1, n>1 (4) 
在 放 宇 2 xy， n> 2 vw xy 时 无 正 整数 解 。 

证 由 于 方程 (4) 在 2|mn 时 仅 有 正 整 数 解 m =2，x = 3，,. 
1=3,7y=2( 人 参见 Mordell 的 书 [11] 或 第 八 章 83)， 故 例 2 的 结 
论 成 立 。 现 在 设 2 + mn， 由 方程 (4) 整 理 得 

("+y" ) - xy ( 2x yy) =1。 (5) 
显然 Yy>0 且 不 是 平方 数 。 设 Pell 方 程 E - xyn? =1 的 基本 - 
解 为 e = 上 0 tH XY 3 则 (5) 式 给 出 


et+ 3t 


Xt 3 2x -1=2y"+1, (6) 
和 
m1 nl — 
2 2 et et 
2%x 多 二 一 >» k>0o (7 
2 Xxy 
如 果 21#， 则 由 (6) 得 
E72 » Kk/2 2 
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2 xy 
此 给 出 x,|y 7 。 由 于 (x1;y) =1， 故 x, =1, 从 而 x =1， 
y=0， 非 方程 (4) 的 正 整数 解 。 
如 果 21+ AR， R>1， 可 设 pR,D 为 R 的 任 一 个 奇 素数 因子 。 
令 R= b1， ai+pDiwxy=e'， 则 (7) 式 给 出 
oi (e')?— (Ce 1)? Le 
>” or El "2xy 
四 (ea) (82 


€e —€ 


bio (8) 


Iyb (aly? 
如 果 p + xy 则 (2 ， xy ) =1 且 


2 8 
p 1) 
2+ 1 2) | 故 (8) 给 出 ， 
El el! 


(2) (en) =1, 
1 1 


e!—e 
而 这 显然 不 可 能 。 
Ce! )*—(e! )， 
现在 考虑 p|xy。 此 时 ， 在 p>>3 时 有 P| 一 一 一 一 ~ 
l e! 一 € 
人 少 了 一 
人 1Gicd 2xy)， 所 以 (8) 给 出 
ple:—e!) 
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(ee 
0 


此 仍 不 可 能 。 而 对 于 p=3， 可 设 316,，31xy， 且 (8) 式 可 
化 为 

2x : ya: 40 xy) 0 (C9) 
出} -xxb =1, 设 3” 上 x 或 3 上 y, a 宇 1, 则 (9) 给 出 3a? + 


3 


bixv=3:, A=a 或 a* 和 ， 故 知 
由 此 得 a; =1， 所 以 1 = 0。 但 由 1 = 0 代入 (9) 式 知 xy=0， 与 
%Xy 二 0 了 矛盾 。 
以 上 证 明了 A>I 时 (6) 和 (7) 不 成 立 。 所 以 ， 


ET (10> 
现 由 解析 数论 中 的 Schur 定 理 (参见 L[123) 知 
ETDTowXy < (xy ) “， 
故 由 (10) 式 知 
xm 十 二 2 了 vv 人 < Ge)” ， 
因此 ， 设 4=min(m，7)， 可 有 
CN) < yt yy), 


即 1<2Wxy》， 这 与 m 之 2V XY ，?#>>2wXy 矛 盾 。 证 毕 

这 个 例子 的 证 明 ， 只 用 到 了 解析 数论 中 的 Schur 定理 和 
了 eli 方 程 方法 ， 但 收 到 了 意 想不到 的 结果 。 另 外 ， 从 这 个 证 
明 可 见 ， 对 给 定 的 正 整 数 ?，6b5， 方 程 


128 


Ga -87=1)X>1) YI 


的 解 最 多 只 有 一 组 ， 且 x,y 中 必 有 一 个 小 于 2WVab 。 

例 2 所 示 的 方法 是 属于 曹 珍 富 的 。 其 一 般 步 又 是 : 

1) ”把 欲求 解 的 方程 化 为 Pell 方 程 ， 

2) ”利用 Pell 方 程 的 解 的 性 质 ， 把 欲求 解 的 方程 化 为 与 
Pell 方 程 基 本 解 间 的 关系 ， 

3) 利用 解析 数论 中 关于 基本 解 的 估计 定 出 解 的 不 等 关 


系 或 解 的 上 界 。 
刊 用 这 种 方法 ， 荀 珍 富 ' "还 求解 了 方程 
xX"—1 
x V ， m2， n>1。 


解析 数论 在 解 丢 番 图 方程 中 的 应 用 还 有 许多 例子 。1985 
年 ,Adleman 和 Heath-Brown!'!:*! 证 明了 有 无 穷 多 个 素数 b 使 
Fermat 大 定理 第 一 情形 成 立 ， 基 他 们 证 明了 : 设 p 是 奇 素 
数 ，s(V) 表 示 不 超过 N 使 方程 x*+ y=z’ 没 有 p+xwz 的 
整数 解 的 那些 p 的 个 数 ， 则 s CN) >N'":7 ,后 来 ,Heath- 
Brownl5 对 一 般 的 Fermat 方 程 

X "十 yy =27 hn>3, (11) 

证 明了 对 “ 儿 乎 所 有 ”的 n, 方 程 (11) 均 无 整数 解 。 设 是 (N ) 是 不 
超过 六 使 方程 (41) 有 整数 解 的 那些 * 的 个 数 , 则 Heath-Browa 
证 明了 妃 (N) =oCV)( 当 N-co)， 即 对 任 给 的 es>0 ， 存 在 
N.,, NN .HNHHH(N)<eN, 

Heath-Brown 的 这 些 重要 结果 都 是 基于 Faltings 关 于 于 
番 图 几何 的 一 个 重要 结果 。1983 年 ,Faltings' 1 证 明了 著 名 
的 Mordell 猜 想 ， 即 “ 亏 格 ” 大 于 或 等 于 2 的 有 理 曲 线 上 最 多 仅 
有 有 限 个 有 理 点 。 设 1(x,y) =x*+y"-1， 则 了 (x,y) 的 亏 
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格 g = 


0 加 一 和， 故 由 Faltings 的 结果 可 推出 ， 在 "之 4 


时 ，x"+y"=1 最 多 仅 有 有 限 个 有 理解 。 于 是 推出 方程 (11) 
如 果 有 人 解 〈 不 妨 设 (x，y) =1)， 则 仅 有 有 限 组 。 这 是 对 Fer- 
mat 猜 想 的 重大 突破 。 

由 于 介绍 和 番 图 几何 的 成 果 需 要 其 它 许 多 专门 的 知识 ， 
这 超出 了 本 书 的 范围 。 有 兴趣 的 读者 可 参阅 Lang 的 书 [17]。 


El 了】 


[2] 


[3 了 


参考 文献 
曹 珍 富 ， 自 然 杂 志 ，9(1986)，720。 
*_1 | 
曹 珍 富 ，The Diophantine equation -TT =g*,» 


数学 研究 与 评论 〈 待 发 表 ) ) 。 

曹 珍 富 ， 王 等 正 ， 科 学 通报 ，14(1987)，1043 一 
1046。 

Cassels,J.W.S.,An introduction to Diophan— 
tine Approximation, Camb, Univ,Press,1957, 
或 [12],533 一 548 页 。 

Baker, A., Mathematika,15(1968) ,204 一 216。 
Beukers,F。,Acta Arithmetica, 38(1981), 389— 
410 。 

Grinetead, Math.Comp,. ,32(1978) ,936 一 940。 
Halberstem, H.,and Richert, H,F,, Siere 
Methods, Academic Press, 1974, 

杨 训 乾 ， 四 川 大 学 学 报 〈 自 然 科 学 版 ) ，3(1981) ， 
101 一 103。 


[10] 
E11] 


[12] 


[13] 


[14] 


[15] 


[16] 


[17] 


单 ] 首 ， 数 学 年 刊 ，B 辑 ，2(1986)，213 一 220。 
Mordell, L,],,Diophantine equations， Aca= 
demic Press, London and New York,1969, 
301 一 304。 

华罗庚 ,数论 导 引 ， 第 十 二 章 , 科 学 出 版 社 ， 北 京 ， 
1979，363。 


草 珍 富 ,关于 和 雪 铸 图 方程 筷 二 | = y", 在 1988 年 9 月 


山东 大 学 纪念 六 天 扒 教授 学 术 报 告 会 上 的 报告 。 
Adieman，L.M.and Heath-Brown, D, R., 
Invent, Math, ,79(1985), 409 一 :16 。 
Heath-Brown, D.R,,Bull, London Math, 
Soc.,17(1985),15—16,. MR86a: 11011., 
Faltings, G., Invent, Math,,73(1983),349— 
366 。 

Lang, S., Fundamentals of Diphantine Geo= 
netry，9pringer 一 Verlag，1983 . 


131 


第 四 章 一 次 丢 番 图 方程 


在 前 曾 我 们 全 面 地 介绍 了 解 丢 番 图 方程 的 方法 。 从 本 章 
开始 ， 我 们 将 利用 这 些 方法 介绍 各 种 不 同类 型 的 丢 番 图 方程 
的 解法 和 结果 。 并 且 对 与 丢 番 图 方程 有 关 的 问题 也 尽量 给 以 
阐述 。 

一 次 委 番 图 方程 是 最 基本 的 。 本 章 将 从 二 元 、 三 元 的 一 
次 丢 番 图 方程 入 手 ， 导 出 一 般 的 一 次 丢 番 图 方程 的 不 同 解 
法 ， 最 后 给 出 整 系数 线性 型 的 Frobenius 问 题 的 研究 情况 。 


1 二 元 、 三 元 的 一 次 丢 番 图 方程 


设 s 宇 2，s 元 一 次 天 各 图 方程 是 指 
GIX1+'*+a,X,=n, 
这 里 a; 寺 0(i=1,…,s) 和 # 都 是 给 定 的 整数 。 本 节 我 们 给 出 
s =2 和 s = 3 的 全 部 整数 解 表 达 式 。 
定理 1 ”如 果 二 元 一 次 丢 番 图 方程 
GX1+a, xX, 三 89 (1) 


有 整数 解 x9% ，x%， 则 (1) 的 全 部 整数 解 可 表 为 
x1= x + ot, Xa = 4 th, 1EZ, (2) 


这 里 d = (a， ds )o 
证 把 (2) 代 入 (1) 验 证 知 ， 如 果 x4，x2 是 (1) 的 解 ， 
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则 (2) 式 对 任意 1E2 均 是 (1) 的 解 。 
现 设 x,， x; 为 (1) 的 一 组 整数 解 ， 我 们 来 证 明 它 必 能 表 
为 (2) 的 形状 。 由 


QAitas Xs =X ‘+asX: = 
可 得 
al(xi— Xt ) ta (x — Xx)=0 6 (3) 
从 1 、 
由 于 (%， 他) = 1, 故 (3) 式 给 出 学 | >， 一 x 可 设 x) 一 x = 


ob, 1€Z, 于 是 (3) 给 出 


X= + Xa = X2 一 人 1E 2。 证 毕 。 


现在 我 们 给 出 (1) 有 整数 解 的 充 要 条 件 。 这 样 就 彻底 解 
决 了 方程 (1)。 

定理 2 方程 (1) 有 整数 解 的 充 要 条 件 是 (a, ,a,)|n。 

证 方程 (1) 有 整数 解 显然 给 出 (a,，as)|n。 现 没 (a,， 
az)|2#， 我 们 来 证 明 方程 (1) 必 有 整数 解 。 此 时 不 失 一 般 可 设 
(oa )=1，ai>0， 如 ai=1， 则 (1) 显 然 有 解 
Xi1=18-arxoe 如 ai>1, 则 可 设 ao, =Rid+Tris 0<ri<al， 
(ri，al)=1，(1) 给 出 

—r,X。+7 


Xl 二 -hi Xt —RixX,+Xs, 
1 


这 里 a ,Xs3+?1Xs = nn， (7 1， ai)=1。 由 此 可 知 ， 对 于 
ali=Raori+r 0<r<ri (ro, 71)=1, 
r=hkars trs, 0<rs<r,, (tr ra)=1, 


rst=RsrirTs 十 Pi r+1=0, r,=16 
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分 别 得 出 


Ya 二 一 BoXs 十 X4 TiXst+roXs =H, 
Xs3=—RsxXe+ Xss ToX5+rsX4=n, 
Xs= hh xitXsrs, re 1X 二 7 Nil 


由 于 7r ,= 1， 后 一 式 解 出 含有 参数 < :( 令 x， ;= 人 1) 的 x，;， 
xX,+1， 不 断 回 代 ， 最 后 得 出 方程 (1) 含 参数 ! 的 解 。 证 毕 。 

定理 2 的 证 明 是 构造 性 的 ， 它 告诉 我 们 在 方程 (1) 有 解 
时 怎样 求 其 全 部 解 。 

对 于 三 元 一 次 于 一 图 方程 

QIXI+as Xs +dsXs = (4) 

结果 如 何 呢 ? 我 们 在 下 节 将 证 明 (4) 有 解 的 充 要 条 件 是 (ai， 
as，4s)|n。 而 在 (a;，as，as)1# 时 (4) 的 解 可 由 (1) 的 解 推 
出 。 我 们 有 

定理 3 设 (c,，a*，as)=1，(al，a)=d ， 则 方程 (4) 
的 全 部 解 可 表 为 


一 0) Gs 
Xl Xi ty yiast,, 


Xa = XY -ti — usastsy x3 = x +t ditistr EZ (5) 


其 中 x ，x，x9 是 方程 (4) 的 任 一 组 解 ，41,，4u。 满 足 方 


程 也 4 + 学 4 16 


X,, Xs 是 (4) 的 任 一 组 解 ， 由 


QiX1 +as XH + as x =a Xi1+as Xs +as Xs = 
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可 得 

CCX 一 XiD+as(xy 一 xXo0) = ~ as (Xs ~ X39), (6) 
由 (ai， d)=d 及 (das)=1 知 dlxs 一 X9 故 有 整数 t, 使 
得 x*; 一 xY'= dt,， 代入 (6) 式 得 


(xx) + (x2 0) = — ast, (7) 


根据 S41+ 学 Ws =1 知 ， 方 程 了 4 + 字 0= ~ ast, 有 一 组 解 
U= — Uasts, VU= ~ Wast,, 故 由 定理 1,(7) 的 全 部 解 可 表 为 


XI~ X= — uasts to fi, Xs — XH = 一 10sfa 一 


Ul 
d qd" 
这 里 1, EZ。 这 就 得 出 (4) 的 解 均 可 表 为 (5) 的 形状 。 证 毕 。 


$2 S>2 元 一 次 丢 番 图 方程 


很 自然 地 ， 二 元 、 三 元 一 次 丢 番 图 方程 的 结果 是 否 可 推 

广 到 一 般 的 之 2 元 一 次 血 盔 图 方程 

QlXi+'+asX,=n (1) 
上 去 ? 这 里 a; 寺 0(i=1,…,s) 和 n 都 是 给 定 的 整数 。 我 们 将 
证 明 一 些 类 似 的 结果 。 - 
” 定理 1 方程 (1) 有 和 解 的 充 要 条 件 是 (a,,… ,a;)|n。 

证 如 (1) 有 解 ， 显 然 有 (a1,… ,a;)|n。 现 设 (qa),…， 
as)1n， 来 证 明 方 程 (1) 有 解 。 设 (a,，,… ,a.)= qd, ， 首 先 对 
s 宇 2 用 归纳 法 证 明 必 存 在 整数 »,,…y ,使 得 

UYI1+'"*+asys=d,o (2) 
s = 2 时 结论 显然 成 立 ( 见 $1 的 定理 1)， 设 s 时 结论 成 立 ， 则 
在 s+1 时 ， 有 | | 
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di=(o ud di)= (da ii) 
=d,Atasryi=a(Av) +t +a (Av, ) 
ds.1iV.10 
这 就 证 明了 (2) 式 成 立 。 于 是 ， 在 d ,la 时， 在 (2) 两 端 乘 以 


nn 


了 ， 得 出 


a (Sy )+e tal 1 YY, )=", 


即 方程 (1) 有 解 Xi 二 了 yi(1= 1，…,S)。 证 毕 。 


现在 的 问题 是 ， 方 程 (1) 有 人 解 时 ， 怎 样 求 出 全 部 解 ? 正 
如 三 元 的 情形 一 样 ， 它 也 可 以 化 为 若 于 二 元 的 情形 来 解决 。 
设 (o，c)=ds(dqsas)=ds(d， da)=d (=d)， 
则 方程 (1) 可 化 为 
dxX1+as%, = dy,, 
dsy2 +asaXs= dsys， 


oene 


d, 1y,_1:+a:X.=N, 
然后 由 后 一 式 解 出 y,_，， % ,将 y ,1 代入 上 一 式 解 出 y,.，， 
xi， 再 将 y,-_: 代 入 上 式 ， 不断 做 下 去 , 直至 解 出 x | ,x,。 
这 样 便 得 出 方程 (1〉 的 全 部 解 ， 而 且 由 于 每 解 一 个 二 元 一 次 
丢 鼻 图 方程 增加 一 个 整数 参数 ， 故 方程 (1) 的 全 部 解 中 一 定 
含有 s - 1 个 整数 参数 。 . 
除开 这 种 逐次 求 出 方程 (1》 的 全 部 解 外 ， 是 否 存在 一 个 

表达 式 ， 给 出 方程 (1) 的 全 部 解 ? 1984 年 , 徐 蓝 玉 和 草 珍 富 / 
证 明了 
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定理 2 设 x， 二 X00)， “二 Xx 中 是 方程 (1) 的 任 一 组 
整数 解 , 则 存在 !(1<! 反 s) 使 得 方程 (1) 的 全 部 整数 解 可 表 为 


加 


Xi 二 + 亲 LN, [ 
(i=1,.…,s), DEZ, (3) 
其 中 mr EZQUSis) 满 足以 下 条 件 : 
1) mini)=1, ni 0 (i=1,.,s); 


2) ms =1 且 i > a; -o 


ni ne dr 

这 里 约定 1= 1 时 m， 1=pm,， fn， = - 

证 容易 验证 ，(3) 确 为 (1) 的 解 。 现 让 (1》 的 任 一 解 均 

可 过 为 (3) 。 为 此 ， 令 x. =x ?+y:(i=1,…,S) 代入 方程 

(1) 得 

dyi+tay, = 0。 (4) 

设 yi = 也 ziG=1…s) DECE2Z 昌 (zz )=1。 在 万 =0 
时 ， 显 然 推出 (3)， 在 D 志 0 时 ，(4) 化 为 


G121 十 十 qs2 =0，(21 5 2)=1。 《5) 


由 (5) 知 ， 必 存在 !(1<fss)，z, 痊 0。 于 是 可 取 = 


1; 


(mniD) =1 目 mi 计 0(i=1,…,s), 满足 避 ai 名! =0。 由 
(21 2) =1 和 0z, = [n,n 1 Ni 4 ]。 于 是 
由 xi x+ yi 二 丰 zi=x5+ 万 本 lz, 即 知 ， 方 各 
《1) 推 出 (3)。 证 毕 。 

出 定理 2 可 以 十 分 方便 地 求 出 方程 (1) 含 一 个 人 参数 的 解 ， 
例如 对 方程 
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2x1+5xz+7Xs+3X4=10， 《67》 


显然 它 有 一 组 解 (5,0,0,0)。 如 取代 二 = 也， 轨 : = 也 ， 则 
上 2 


ns 7 + +3) 84 i(6,5) = (4,3) 


(84, 一 101)=1,56,4,84] = 84, 故 (6) 有 整数 解 x,=5+70D， 
XxX,=63D, xs=101D, x4=84D, DEZ, 

1985 年 ， 凌 露 娜 2: 利用 整数 矩阵 的 初等 变换 给 出 了 一 个 
求 方 程 (1) 解 的 方法 。 所 谓 整数 矩阵 的 初等 变换 是 指 ， 

1) 非 零 整数 乘 矩 阵 的 某 一 行 ; 

2) ”和 矩阵 的 某 一 行 乘 以 c€ Z， 加 到 另 一 行 ， 

3) 和 抢 阵 中 的 两 行 互 拨 。 
现在 给 出 利用 2) 和 3) 的 初等 变换 求解 方程 (1) 的 结果 。 首 先 
将 方程 (1) 的 s 个 系数 排 成 一 列 ， 在 这 列 的 右边 添加 一 个 s 阶 
单位 和 矩阵， 得 到 一 个 s x (5+ 1) 的 整数 矩阵 

al 1 0 0 


\ 9: 0 0… 1 


然后 对 4 施行 2) 和 3) 的 初等 变换 ,把 4 化 为 


0 Ga, Ga a 
二 1 22 25 
A,= ， 


。A 
| 
| 

[0 a a gl: 由 

从 有 4, 可 证 | 

定理 3 ”如果 d+tn ， 则 方程 (1) 没 有 整数 解 ， 如 果 d | 


则 方程 (1) 的 全 部 解 为 
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nn 1 
Xl A tastso +asits tt "+ast:, 


n 
X22 toots tdsota+ +as2t:y 


他 
0 


其 中 1 (=2，…，sS)EZ。 

应 该 指出 ， 还 可 以 用 其 他 的 一 些 方法 给 出 方程 (1) 的 全 
部 解 。 

这 些 工 作 的 动力 主要 是 基于 整数 线性 规 化 和 整 系数 线性 
型 问题 的 研究 。 整 系数 线性 型 问题 在 合理 下 料 等 实际 问题 上 
有 重要 应 用 。 


$33 整 系数 线性 型 问题 


求 s 之 2 元 一 次 丢 番 图 方程 

QiXit +a x, =,(a1,s0:)=1 (1) 
的 非 负 整 数 解 ， 只 要 在 (1) 的 整数 解 中 令 x; 宇 0(i= 1,…,s) 
解 出 所 含 参数 的 范围 就 行 了 。 现 在 的 问题 是 ， 任 给 一 个 正 整 
数 ?， 不 需要 解 方程 (1) ,怎样 知道 (1) 是 否 存在 非 负 整数 解 ? 
Frobenius 提出 了 一 个 所 谓 整 系数 线性 型 问题 ， 即 任 给 正 整 
数 a; (i = 1,…,s)， (ay…ya:)=1， 求 一 个 仅 与 a; (i = 1,…， 
5) 有 关 的 整数 g(a,，…,a,)， 在 n>>g(a,，,…,a;) 时 ,方程 (1) 
有 非 负 整 数 解 x; (i=1,…,s)， 而 在 n= g(a,，…,a,) 时 方程 
《1) 无 非 负 整数 解 。 这 里 的 g(a,,…，,a,) 称 为 整 系数 线性 型 
的 最 大 不 可 表 数 。 下 面 我 们 来 介绍 g(a,,…,a,) 的 求法 。 
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定理 1 在 *s=2 时 ，g9(a，as)=aldr 一 al 一 azo 
证 因为 (a/，as)=1， 故 由 $1 知 ， 在 s =2 时 ,方程 (1) 
的 全 部 解 可 表 为 
X=X at X=Xo 一 Gitb 1EZ, (2) 
这 里 xz ，x9' 为 s= 2 时 (1) 的 任 一 组 解 。 
首先 证 明 在 n 之 a,a, 一 a, a; 时 ， (2) 式 可 到! 使 x , 宇 0， 
Xs 闫 0。 因 为 Xx， = x 一 qt 可 写成 x。，=alt’+ 之 xy 之 oy 
故 可 取 t 使 得 
0 委 xs =X9% ~ at<a, 
即 
0<x ~ ait 和 ai 一 1。 
故 由 ?>aiay - ai- as: 知 
Xi1G1 = (x at)a, 
>adGs~a1~“as~ (a -1)as=~alo 
由 此 妈 得 x ;> 一 1， 从 而 x, 宇 0。 这 就 证 明 在 %>>a1as 一 4 一 
a 时 可 取 t 使 x ,/ 宇 0，x, 宇 0。 
再 证 *= gqs 一 ga1 ~ qs 人 时， 方程 (1) 在 s = 2 时 无 非 负 整 数 
解 。 不 然 ， 可 设 有 非 负 整数 x，、x， 适 合 
GiX!I+aX. ad.“d,— d,s 
由 此 知 
aids = a1(X1+1)+4,(x,+1)6 (3). 
因为 (a,，a;)=1, 故 a1|xs+1，as|x1+1， 故 xs, + 1 之 al， 
X1 十 1 之 gs， 所 以 (3) 式 给 出 
| Qiads 之 dds+asa1, 
此 由 ai，a* 是 正 整 数 知 不 可 能 。 证 毕 。 
在 s 宇 3 时 ， 求 g(a1,…,a;) 是 一 个 困难 的 问题 。1955 年 
柯 召 2 首先 讨论 了 s = 3 的 情形 ， 证 明了 | 
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定理 2 g(auyadyyqdas) 去 :和 +t ads G2)—a1~— 


x CI1G2 41 有 
as 一 Qa3。 上 是 当 4 汪 > 一 ! 一 时 
(ayas)2 (al, 0o) Ca as) 


QQ 
9(dalydsyds)= 12 十 as(al 4) -4 -a,— 43, 


(al，as) 

这 里 ga,，a:，as 可 以 轮换 。 
1956 年 ， 陈 重 穆 ' 把 定理 2 推广 到 任意 s 宇 3 上 ， 妈 有 
定理 3 设 d;=(aj,…,4;) (i=2,…,S),d1=al 及 


= Bar Da, (i=2, “""*, 3S)， 则 
9(apo0) EG,, 


ye, >G i-1 (3 三 j 志 5) 时 , 则 g(a,,…,a,) 一 GC:。 


1957 年 ， 陆 文 端 和 吴 昌 玖 二 证 明了 g(a，…a,)=G， 
的 充 要 条 件 是 a， 卫生 -可 经 线性 型 /类 出 (j=3,…，5)， 
这 里 f ; ;定义 为 下 面 的 线性 型 


f:=axit ta ws, Xi>0 (1=1,.",8), 
其 中 a1,…,4 ,为 正 整 数 ，(a,，…,a,) =1, 令 
Ai=(ay yq 1 Qists 0) (f=1,° ,8), 
因为 (a,，…,a;)=1， 故 
(ai, 41)=1 (=1,.,8), 
(hi, 1)=1 (<ixi<s), 
再 令 
ai=Di4p4 4 (d=1,..,8), 
Di= (bb0) (i=1,.,s), 
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得 思 ,=DD,_1=1 及 
di= (qd) = Ais1 A, Di(i=1,.,s), 
记 
G;= ToD - 1b) (i=2,..,s), 
) 2 万， 1 一 工 


7 7 


显然 有 G ，, = G ,。 陆 文 端 与 吴 昌 玖 证 明了 
定理 4 gai sgd) = gD Db.) A nA, + 


Da -1), 

定理 5 一 般 的 g(a,,…,a;) 有 形式 

gasa) = G,— Daihits, ti 之 0 (i=1,.,s)o 
定理 6 线性 型 f ,不 能 表 出 的 整数 工 都 可 以 写成 如 下 的 


L= Yad Hati=G - Ta 《 一 1)， 
1 2 1 1 


这 里 1; 宇 1 (= S)。 
后 来 ， 李 培 基 !) 、 尹 文 霖 十 还 给 出 了 进一步 的 讨论 ， 例 
如 尹 文 霖 证 明了 


定理 7 设 d,_1= (aa 1)， 7 二 | = {m:m = >) 


i 


i i 日 x; 宇 0 (i=1,. 机 5 太 适 合 Ka, CM* ,的 最 


s—1 


小 正 整 数 ， 则 


9g(aly yd) = max (d,s-1n+as(d,1—1),。 


n-kas EMY_I 
Ok<R 
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CGIG2 
+ (ai yavyaa) = -一 -一 一 GdG2 一 as 
推论 9\Glyd2943 Co az) 


一 (n*— as)(al, G2), 


ER ae" 
由 定理 7 可 以 推出 定理 4、5 和 6。 为 了 证 明定 理 7， 除 了 
使 用 前 面 的 符号 ， 我 们 引进 以 下 的 符号 ， 


M, = {mim = Daix;,, xi>0 G=1,,)} 
i=1 


,= {m:m EM,, m 是 整数 } 
M#¥={m:md;€EM,;}, 
= m:md; EM,, m 是 整数 } 和 


WC) = {mim= 8 rmodd .1), mET), 


式 中 
和 =， 0<r<ds_ (= 2，…ys)。 
由 于 (d., ;，a.)=1， 故 
M,= UM,r). (4) 
显然 还 有 
NM.(r) Cd Me tar, (5》 


式 中 数 与 集合 相 乘 和 相 加 ， 定 义 为 ， 设 4 是 集合 ，a 是 数 ， 
则 A={mi:im=an,n€E A}, Ata={mi:m=n+a,nE A}, 
令 久 表示 满足 条 件 
Ka,. EM | 
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的 最 小 正 整数 。 设 m >0， 则 存在 唯一 的 r，0 委 *<d 使 
m 三 Q;r(modd,_1) 成 立 ,， 令 

mr,R)=m—-ar—pkad,., 0<kR<K, 
又 设 

P= {p:pEM; pta; EM, (i=1, ,7)), 

P¥={p:pd; sD)}o 
显然 有 

M,=P,-n, n€M,。 (6) 
这 里 集合 4 与 数 a 的 减法 定义 为 ，A 一 a={ m:m=n~a, 
n€ A},。 . 

引 理 1 m6 及 ,的 充 要 条 件 是 mr,h) EM, .1,0<h< 

K, 0<r<d,.,。 


证 设 m EM,， Hm =m(r,k)+a,(r+thkd..1) 
三 qr(modqd ，1) 知 ， 洲 存在 r，& 


使 mn (r，k&) EM ,， 则 m EM,， 与 nm€ 角 , 予 盾 , 喜 必 要 性 
得 证 。 
现 证 充分 性 。 设 m (r,，k) EM. 1, 0<h<K, 0 <r< 
dQ ,_1， 如 果 m EM,， 则 
m=axi+"+as. XxX, 1+ta(R+IKd), 
式 中 0 委 只 < 天 dg，t>0，xiE0 (i=1,…,s 一 1)。 按 攻 的 定 
义 ， 存 在 某 r;,R(0Osr<d，:，0 生 R&< 开 ) 使 得 
从 =0131 十 十 0132， 1+G Cr 十 Rd)， 
此 即 m(r,k) EM ,-,， 与 假设 矛盾 。 证 华 。 
引 理 2 PP, 中 的 数 p 必 具有 形式 


p=d,.1 n+a(d,.1—1) 9 《7) 
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其 中 2 济 忠 条件 


nha CM* |, 0<hk<K, (8) 
并 EL47 .中 满足 条 人 
证 设 pCP,， 由 于 P.c 李 ,， 故 p CH,。 由 引 理 1 知 


p=d,. jp r, 
这 里 rf 为 满 趾 p 三 a,r(modd，1) 的 最 小 韭 负 整数 ， 和 二 
ha, = j prsh) EM |, 0<hkZK, 
故 具 溉 证 r = d -1 即 可 。 不 然 ， 令 m =p+a,， 则 
m(r+1, kh)=p(r, hEd,.M* ,。 
而 出 定义 知 衣 ,1= d ,1M |， 故 m(r+1,， 月 E 肝 ,1， 册 
引 理 1 知 mE€ 轩 ,， 这 与 m =p+a,EP, 了 矛盾。 这 就 证 明了 引 
理 的 前 半 部 论断 。 
现 设 p*EP,， 则 由 (6) 式 知 
p*=p-m, 0<mEM,, pEP,, 
由 引 理 的 前 半 部 论断 知 ， 适合 (8) 且 具有 形式 (7)， 这 就 与 
最 大 性 矛盾 。 证 毕 
定理 7 的 证 明 ， 出 前 面 讨论 ， 及 引 理 知 


ad )=max m= max p 


mEM, ?ER, 
= max (ds in ta,(d,.i-1)) 
1 一 kas EME 1 
‘ kK 


= max (d,s 1n+as(d, 一 1))。 证 毕 。 
一 Ai E MY- 1 


至 于 推论 的 证 明 ， 只 要 注意 到 条 件 (8) 在 代 换 *=p,; 一 m 
下 ， 对 m 而 言 有 等 价 条 件 
pli-ps_it+m+hka, EM* |, 0<k<K, 
这 里 p,_1，p 人 1 独立 地 取 遍 PP*_ ,中 各 元 素 。 
例 求 g(21，22，30)。 
解 ” 取 a, =30，a, =21，as =22, 则 (4,as)=3。 又 KK 是 
满足 
22K EM*={m:3m EM,} 
前 最 小 正 整 数 ， 而 
3*22= 30x1+21X%X,，Xj 宇 0，Xxs 宇 0 
无 解 ， 故 22E M$, 这 样 由 
3…(2.22) =3.30+2。21 
知人 KK =2。 于 是 伟 = min m= 20， 所 以 
m+22kRE MS 


x=0, 1 
g(21, 22, 30) = 30-21- 22- (20— 22).3 


=210-73+6=143。 
关于 线性 型 ， 还 有 另外 的 一 些 研究 。 倒 如 ，1956 年 
Roberts!sl 曾 讨论 了 a 1,… ,a; 成 等 差 数列 的 情形 ， 证 明了 
定理 8 设 a; =al+jd(j=2,…,s), 这 里 a 之 2,d>0， 
出 


机 g(ai,,as) = [2 Jeit -Dad。 


1958 年 , 吴 昌 玖 (给 出 了 定理 8 的 一 个 十 分 简短 的 证 明 ， 
并 且 顺 便 得 出 了 线性 型 不 能 表 出 的 正 整数 的 个 数 。 

1984 年 ， 万 大 庆 和 王 西 京 中 发 现 ， 以 往 所 有 关于 
.9《a1，…,4;) 的 工作 说 明 ， 在 s 宇 3 时 ， g(ai ad:) 都 不 是 
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关于 a1，…5,4; 的 多 项 式 (s =2 时 g(a1, 41)=4142 一 0 -Qs 是 
关于 a1，…;a; 的 多 项 式 ) 。 一 般 的 情况 如 何 呢 ? 万 大 庆 和 王 
西京 证 明了 

定理 9 在 ; 宇 3 时 ， 不 存在 多 项 式 h(x1，…，,x:)， 使 得 
当 正 整数 a; (i = 1,…，,s) 两 两 互 素 时 ， g(a1s30:) = h(a, 
“0 )o 

证 在 正 整 数 a; (i=1,…，s) 两 两 也 素 时 ， 若 存在 多 项 


$§ 


环 h， 则 有 二 0。 记 有 x4 9%;) 关 于 %, 的 次 数 是 4.， xX， 
的 系数 是 1 (CX1，…，X: 1) (显然 h ,1 计 0); h(xX1s'", 


x ,) 关 于 x， ;的 次 数 是 2，,，x ，， 的 系数 是 4，:(xiy，…y 
x .);…。 如 此 可 得 到 均 不 恒 为 0 的 一 列 多 项 式 : AP (Cx)， 
hy Cx Xx), sh 其 中 hi (XX 》 
是 Cx，…;X ;41) 中 x ;11 的 最 高 次 项 的 系数 。 

现 取 定 a 之 0, 使 F,(a1) 三 0， 再 取 定 a; 之 0, 《a1,82)=1， 
使 h(al，as) 计 0; …。 这 样 可 得 到 一 列 两 两 互 素 的 正 整 数 
G1 ”909 使 得 h,_1(a1，…,4;-1) 夺 0。 

这 样 ， 具 要 (x,，ai'…as.1)=1, Xx; 之 0， 就 有 g(ai， 
a ha 0-1，X;)o。 从 s 宇 3 得 到 

0 委 g(a ay Xs)Eg(u, G2)o 

由 此 知 h(ai，…,4a;_1，X:) 有 界 (x ,一 o2), 推出 h(x 1， 
… x) 与 x ;无 关 。 同 理 ,h(x,,"…,x;:) 与 任 一 变 元 都 无 关 ， 
即 h(x,，…，%,) 为 常数 。 这 是 不 可 能 的 。 证 毕 。 

用 类 似 的 方法 ， 还 可 证 明 ， 在 s 宇 3 时 ， 不 存在 有 理 分 式 . 
E(xi,'",X;), 使 g (aa:) =E(a,,…, a;)o 

最 后 ， 借 用 前 面 的 符号 和 归纳 法 可 得 : 若 nEM,， 则 
G,—-n€EM,, 
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第 五 章 ”二 次 丢 鼻 图 方程 
本 沉 讨 沦 二 次 丢 番 图 方程 的 解法 。 


$ 1 一 般 的 二 元 二 次 对 得 图 方程 
-一般 的 二 元 二 次 重 看 图 方程 是 指 二 次 型 方程 


axX2+bxy+cyz+dx+ey+ 了 =0。 (1) 
令 刀 =82 -4ac， 藻 万 =0， 则 以 4c 乘 (1) 式 得 
(2ax + by)*+dadx+4aey+4af =0。 
令 2ax+by=t， 上 式 化 为 
t?+2dt+2(2ae~ bd)y+ 4af =0, 
于 是 
(t+d)*=2(bd—2ae)y+d’~ 4af。 
此 方程 的 求解 等 价 于 同 余 式 (t+ d)? 二 d? -4af (mod2(bd 一 
.2ae)) 的 求解 ， 因 此 此 时 方程 (1) 的 求解 较 易 。. 
现 设 D 二 0， 以 D? 乘 (1) 式 得 
aD’:x*+bD’xy+cDiy*+dD’:xt+teD’*y+fD’=0, 
令 Dx=x’t+2cd-be，Dy=y/'+2ae 一 bd 代入 上 式 得 
al(x’+2cd~be)*+b(x’+2cd ~ be)(y’+2ae~ bd)+ 
cly’ t+2ae—bd)*t+tdD(x’*+2cd- be)teD(l(y’+ 
2ae~ bd)+fD?=0, 
.期 
ax7 +DxX7y cy = 站 -7， (2) 
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这 里 < =4acj+pbde-ae2- cd2- fb 称 为 二 次 型 (1) 的 羯 
别 式 。 显 然 ， 如 果 a = 0，(2) 式 化 为 y' (bx’+cy’)= D4， 
故 十 分 容易 求解 。 因 此 可 设 a 头 0， 以 4a 乘 (2) 式 两 端 化 为 
(2ax’+by)*— Dy’?:=4aD.4, 
令 =2ax’+by/， 了 =yw/， 信 =4aD 人 A， 则 上 式 化 为 
X:- DY?=M, (3) 
由 此 可 见 ， 求 一 般 的 二 元 二 次 丢 番 图 方程 ， 主 要 依赖 于 方程 
(3) 的 解决 。 又 ， 如 果 刀 是 平方 数 或 万 入 0， 则 对 给 定 的 MI， 
方程 (3) 也 容易 解决 ， 故 以 下 设 DD>>0 且 不 是 平方 数 。 
如 果 方 程 (3) 有 解 ， 显 然 M 失 0。 由 第 三 章 $1 知 ， 在 二 
次 域 Q(w 万 ) 中， 方程 (3) 可 化 为 
X+YvVD=+te'n, nEK, n€Z, (4) 
这 里 e 是 Q (WD) 的 基本 单位 数 ， N(e)=1, N(n)=M, 时 
下 是 ZLW 中] 的 一 个 有 限 子 集 。 显然 对 VIEK ，(4) 式 均 给 
出 方程 (3) 的 无 穷 多 组 解 。 后 面 ， 我 们 将 用 初等 方法 给 出 和 
天 的 结构 和 求法 。 


》 2 Pell 方 程 w* -Dy:=1 
现在 我 们 来 解决 上 节 (3) 式 的 一 些 特例 ， 即 给 出 Peli 方 
程 x* -DDy’= 1 的 全 部 整数 解 (参阅 第 二 童 86) 。 
我 们 在 第 三 章 8 4 中 曾经 介绍 过 Dirichlet 关于 丢 番 图 遂 
近 的 一 个 结果 ， 即 
引 理 ” 设 0 是 一 个 无 理 数 ， 则 有 无 穷 多 对 整数 x，y> 0 适 
合 不 等 式 


1 0 ( 1 》 


ibe 


150 


证 设 任 给 正 整数 ?>1, 由 0 为 无 理 数 知 , 当 3 取 0,1,…, 
时 , 取 x =[y01+1([。J] 表 。 的 整数 部 分 )， 则 有 
0<x-y0<1。 (2) 
-于 是 知 ， 有 #+1 对 x,y 适 合 (2) 式 。 现 把 EL0，1) 分 成 ?个 区 间 


C5) r = 0,1 ,0， 则 由 抽 必 原理 知 ， 必 有 整数 
.对 x,， 1 和 X，， 2 使 得 xi- yi0 和 xs 一 ya0 同属 某 一 个 区 


间 [ 计 ， 汪 1 (0<j<m),， 于 是 


| C1—y10) ~ (xs ~ 20) | < (3) 


这 里 不 失 一 和 股 可 设 y yso 令 X' ?=X 一 X299 =Y1 一 ys， 
出 >,， ys E{0, 1 98} 及 1 这 9; 知 0 过 yn, 故 由 (3) 得 


1 1 
Ea A A 


由 于 一 91>0， 故 可 取 整 数 ?,>1 使 得 


了 < 一 xD 一 ycD0 1< 7 
对 ”重复 前 面 的 作法 可 知 ， 存 在 整数 x…，y' >0 使 


(2) (2) ol 
|x > /< 六 yao 


以 上 步 又 可 以 一 直 作 下 去 ， 得 到 
ze 二 yp0| > 下 >1z y 0) > 
禾 有 无 穷 多 组 不 同 的 整数 对 zx4，y 之 0 (i=1,2，…) 适合 
Ix-201 < 或 本 -人 < 
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这 就 证 明了 引 理 。 证 毕 。 

定理 1 设 万 >0 且 不 是 平方 数 ， 则 存在 整数 41， 
0<1AMI <1+2w 万 ， 使 得 方程 

x:- Dy:=M (4) 

有 无 穷 多 组 整数 解 x，y 二 0。 

证 在 (1) 中 取 0=wD， 则 由 引 理 知 ， 存 在 无 穷 多 组 整 
数 x，y 之 0 使 

1 -VDI< - 六 ， 即 |x- yv 万 1< 


而 
[|xt+tywD!|= Ix—- yw D+2ywD| <， + 2yv 万 ， 


故 存在 无 穷 多 组 整数 Y，y 盖 0 使 
Ix:- Dy?|< (7 + 2yv 万 ) = 二 +2v 万 <1+2v 万 。 


因为 MI1 < 1+2wVD 的 整数 轩 仅 有 有 限 个 ， 故 对 某 伯 
1M|<1+2wD， 方程 (4) 有 无 穷 多 组 解 。 由 于 (4) 给 出 M 三 
0， 帮 | 好 |>0。 证 毕 。 
定理 2 设 刀 >0 昌 不 是 平方 数 ， 则 Pell 方 程 
x*— Dy*=1 (5) 
至 少 有 一 组 正 整 数 解 。 
证 由 定理 1 知 ，(4) 有 无 穷 多 组 正 整数 解 x，y 。 因 此 
(4) 至 少 有 两 组 不 同 的 正 整 数 解 (x ,>,) 和 (x，， 》2) 满 足 
x 三 XxX, (mod|M|), » ,三 y;, (mod|M|), 
由 此 推出 
xXx.— Dyiysx1- Dyi=M=0 (mod|M|), 
Xiy2 ~ XNX ys -Xs = 0(mod|M|), 
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而 由 
Mr= xi Dyi)(xi- Dyi)= (x1x%s— Dy1ys) 


— D(xiy,— X21) 


知 
,xX。— DyvIy,\ fX1y2 一 Xayi 
人 
sp ep/ pp _ijx1xX,—- Dyy: 
这 就 给 出 方程 (5) 有 非 负 整数 解 x = | 222 二 六 ?2 | ， 


An 


ys | , 下 面 只 要 证 明 1 2 0 » 


因为 不 然 有 xi2s = xa.' 故 可 设 训 -=1-=1>0 人 由 %1 = 
txs。，y1=ty; 代 入 (4) 得 
M=t*x?- Di*yi=1*M, 

此 推出 1= 1， 即 x | = x,， 1 二 yy29 与 (x 1， 71) 和 (x,,y,) 
是 (4) 的 不 同 解 矛 号。 这 就 证 明了 定理 2。 证 毕 。 . . 

从 定理 2， 可 设 x。，y。 是 Pell 方程 (5) 的 所 有 正 整数 解 
x，y 中 使 x+ yw DD 为 最 小 的 解 。 称 (x。，» 6) 为 Pell 方程 
《5) 的 最 小 解 ， 或 称 x, + yu 万 为 Pell 方程 (5) 的 基本 解 。 
定理 8 设 x。+ yo。 DD 是 Pell 方程 (5) 的 基本 解 ， 则 (5) 的 
全 部 整数 解 可 表 为 

xtyVD=t(xo ty D)’, nEZ, (6) 

证 记 e = xo+ wow D。 se=xo- yD, ec =16。 首 
先 证 明 (6) 给 出 的 x,y 确 为 方程 (5) 的 解 ,因为 由 x+ywD = 
十 a" 期 xX-yvVDD= 土 e'， 客 x*-Dy’= (ee)"=1。 
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下 面 我 们 来 证 明 方 程 (5) 的 任 一 组 整数 解 均 可 表 为 (6 )。 
由 于 se-!= s ， 故 只 需 证 明 (5) 的 任 一 组 正 整 数 解 可 表 为 
x+yv DD=e', n>0 (7) 
即 可 。 为 此 ， 可 设 (5) 有 正 整 数 解 x, ;不 能 表 为 (7) 的 形状 ， 
于 是 由 x+ yw 如 >e 知 ， 必 有 正 整 数 " 使 得 
ae"<x+yv DL !, 
两 端 乘 以 e *， 则 得 出 
1<(x+yw D)e'<e, (8) 
可 令 4+vVD=(x+yvVD)e*， 则 ww 一 Dv?:=1， 即 ,J 为 


方程 (5) 的 一 组 解 。 由 (8) 知 4+uv 万 >1， 玫 0<xs 一 ov 万 = 


< , 记 以 >0, 又 20wVD=(w+vvD)-(w-vwD)> 


1 -1=0， 故 v>>0。 这 就 证 明 4，v 为 (5) 的 一 组 正 整 效 解 ， 
因此 4+vw D>e， 这 与 (8) 矛 年。 证 毕 。 

“这 个 定理 告诉 我 们 ， 求 方程 (5) 的 全 部 整数 解 可 归结 
找 它 的 一 组 最 小 解 。 求 Pell 方程 (5) 的 最 小 解 ， 是 一 件 十 分 . 
麻烦 的 事情 。 一 般 说 来 ， 令 y=1,2, 3,…, 代 入 1+ Dy? 使 它 
出 现 第 一 个 平方 数 的 那 组 值 即 为 (5) 的 最 小 解 。 但 用 这 种 方 
法 ， 有 时 的 计算 十 分 元 长 ， 例 如 Pel] 方 程 x: -1141y* = 1 当 
ly 所 10% “时 都 无 解 , 它 的 基本 解 xo+ yow1141 中 的 y = 
30693385322765657197397208。 

在 一 些 问 题 的 研究 中 ， 常 常 要 确定 Pell 方程 (5) 的 一 组 
解 是 否 是 基本 解 。 我 们 有 
定理 4 设 x,，y | 是 方程 (5) 的 一 组 正 整 数 解 。 如 果 


xi > 三好 -1 (9) 
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则 > ,+ yiv 万 是 方程 (5) 的 基本 解 。 

证 “如果 y, =1， 则 x,+ yi,V 万 显然 是 (5) 的 基本 解 。 
现 设 y, 之 1， 如 果 x,+ yw 万 不 是 (5) 的 基本 解 ， 则 可 令 es = 
Xp 十 “oD: 下 (5) 的 基本 解 ， 1 委 》% < yi 于 是 

Xv vixi= yt Dy )— yuxi 
=yI -yxi—- Dyi)= yi~ yi>0, 
由 此 得 

KoVi tT YoXi=6 Xoy1 一 yoxXi=17 yi1— yi=6 

其 中 5>0，7>>0。 这 样 就 有 


与 (9) 式 矛 质 。 证 毕 。 

推论 设 s 汪 0,1>0,D = s(st? +2), 则 方程 x*- Dy?= 
1 的 基本 解 xo。+ yovD=1+st?+twD。 

证 由 于 x,=1+ sf?， y1=t 是 方程 x**- Dv?=1 的 正 
整数 解 ， 且 满足 * ,> 卫 Y? 一 1， 故 由 定理 4 知 推论 为 真 。 
证 毕 。 


-83 方程 2:-Dy:=M 


设 九 >0 且 不 是 平方 数 ，M s0 都 是 给 定 的 整数 ， 我 们 来 
解 天 特 图 方程 | . 
*" ~ Dy’=M。 (1) 
以 下 都 设 方程 (1t) 有 解 。 如 果 x ,，y， 为 方程 (1) 的 一 组 解 ， 
则 为 了 方便 ， 我 们 也 称 x, + y,v 万 为 方程 (1) 的 一 个 解 。 
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再 设 s + fw 万 是 Pet 方程 
x*:—- Dy*=1 (2) 
的 任 一 解 ， 则 有 
(xity,vVD)(stivV D)=x,st yD 
+ (yis+xt)D, 
且 容 易 验证 
(xis+ ytD)*- D(yIs+x)) = 
这 就 得 出 (x1+ yiv 万 )(s+!v 万 ) 也 是 (1 的 解 。 我 们 称 这 
个 解 与 x ;+ 2y:v 也 相 结 合 。 设 (1) 的 两 个 解 Y,+ Yi 万 和 
xs +yaw 刀 相 缚 合 〈 记 为 x+yiv 万 一 xs+ysv DD) ， 显 
然 有 
1) xity,VD~x, +y.vVD, 
2) 如 果 xi+yiVD~x,+y,wVD， 则 
xsty, VD~x +yiw 
3) 设 ys+ysv 万 也 是 (1) 的 解 ， 晶 有 x, + yiv 万 ~ 
Kat yrv DD, rit yrVD~xs+ysvVD, 则 
Xi+ yD~xs+ys VD。 
由 1) 一 3) 知 ， 相 结合 一 是 等 价 关 系 《〈 与 同 余 关系 类 似 ), 故 如 
果 (1) 有 解 ， 可 将 (1) 的 全 部 解 用 相 结 合 关 系 进行 分 类 ， 每 一 
类 中 的 解 彼此 相 结合 ， 且 不 在 同一 类 中 的 任 两 解 均 不 相 结 
定理 1 方程 (1) 的 两 个 解 x ,+ yi 万 和 xs + yw DD 
同属 某 类 天 的 充 要 条 件 是 
Xixs— Dy1ys==0(mod|M|), yxX2— XY, 
二 0(mod| M1), (3) 
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证 设 x,+yiv 万 ~xy +yav 万 则 (2) 存 在 解 s+ iv 万 
和 使 得 
xit+yvVD=(x,+yvV D)(s+iv D) 
=x,s+ Dy,t+(xst+ yss)wD, 
故 X i= Xss+ Dyst，y1=Xst+ yss。 由 此 解 出 
so XX — Dyys ~ XX- Dy1ys 


多 人 9 
xi—- Dy? A 


t=21X%2 XI: 一 1X 一 名 2 
xi— Dy? M ? 


故 (3) 成 立 。 
由 于 上 面 推 叶 步 步 可 逆 ， 改 定理 1 得 到 证 明 。 证 毕 。 


由 定理 1 知 ， 设 x,+ yw 万 是 方程 (1) 的 任 一 解 ， 则 
- (x1ty1vV D)~x1+ yD, -x1- JV D) ~xi-— 
y1VD。 设 KK 入 是 (1) 的 解 的 任意 两 个 结合 类 ， 如 果 任 给 
x+yVDEK， 都 有 x-ywDEK， 且 反之 亦 然 ， 则 称 K 
和 天 互 为 共 轿 类 。 如 果 K = 天 ， 则 天 称 为 歧 类 。 

设 xs。 + vow DD 是 某 结合 类 KK 的 基本 解 , 它 是 按 如 下 方式 选 
择 的 ， 首先 , 当 开 不 是 玻 类 时 ,ae + wow 万 是 久 中 所 有 过 0 的 
解 !+ vwW 太 中 使 最 小 的 那 组 解 。 由 于 一 wo+ uv 万 = -Cn- 
voVD)〉 EK， 故 ,是 唯一 的 ， 其 次 ， 当 KK 是 歧 类 时 ，5 ,的 
选择 如 前 ， 而 wo 选择 含 06 的 解 4+ vo 中 使 得 4 之 0 的 那个 。 

定理 2 设 K 是 方程 (1) 解 的 任 一 结合 类 ，u。 + usv/ 万 
是 玉 的 基本 解 。 再 设 Y,+ yow 也 是 方程 (2) 的 基本 解 ， 则 有 
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人 9 本 wy 
V2(xo+1) 

yoV -MM 当 M <0。 
Wo(xo—1) 


(4) 


» 1 or Do ， 当 M>0; 
0< uo | i (5) 
| /ie nm, 当 必 <0。 
证 这 里 只 证 内 >0 的 情形 (M< 0 类似 可 证 )。 由 于 (4) 
和 (5) 对 KK 成 立 ， 可 推出 对 久 也 成 立 ， 故 不 失 一 般 性 可 设 : 
Wo 之 0。 由 于 
(uo tvov D(xo- yo D) EK, 
(go +voV DD) xo yov DD)=u xo Dvovo 
+ (xovo ~ yoo) WD, 
且 有 
uoxo— Duoyo=uoxo— (ui Mx-1)>0, 
故 由 的 基本 解 4。+vov/ 万 的 定义 易 知 
Uoxo — DvuoyoUo, 


由 此 知 
Wo (x0 —1)> Dv yo, (6 

两 边 平方 得 

ud (xo—1) Diviv?i= (uM) (x? 1), 
由 此 解 出 好 得 _ 

w(t + DM, 即 46 声 < /lo +DM, 
另外 从 (6) 直 接 解 出 vo 得 
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uo(Xxo—1). Wo (Xo—1) Yo 
D 


Vo 和 下 2 
" yo Dy!? 


I 
~ M0 yfF et DM 


xotl Xo+l 
yov MM 
-i 证 地。 

由 定理 2 知 方程 (1) 仅 有 有 限 个 结合 类 ， 而 且 由 (4) 和 
《5) 知 ， 所 有 类 的 基本 解 可 经 有 限 步 求 出 。 显 然 ， 如 果 满 足 
(4) 和 (5) 的 4o。，v。o 均 不 是 方程 (1) 的 解 ， 则 方程 (1) 无 解 。 

定理 3 设 KK 是 方程 (1) 解 的 一 个 结合 类 ， us+vovVD 
是 KK 的 基本 解 ， 则 方程 (1) 的 属于 类 的 全 部 解 可 由 

x+yvVD=+t tv D(xotr yov DD) NnEZ 
表 出 ， 其 中 x。+ yov/ 万 是 Pel] 方 程 (2) 的 基本 解 。 

证 显然 上 式 给 出 的 x，y 是 方程 (1) 属于 天 类 的 解 。 
现 设 (1) 的 任 一 解 x+ yw DEK， 由 定理 1 知 

xuo— Dyvo=0(mod|M|),yuo ~ xvo=0(mod!l M|), 


SX= ue ， 了 = 7 ， 则 有 XX?- DY =1 


且 x+yvVD=(uotvovVD)(X+YvD)。 故 由 Pell 方 程 (2) 
的 结果 知 
x+yvD= +t (got+vov D(xot vo D)",nEZ 
证 毕 。 
对 于 方程 (1)， 最 后 考虑 几 个 特殊 情形 ，M = -1, 土 2 和 
土 4。 
1 。 当 M = -1 时 ， 方程 (1)〈( 也 称 为 Pell 方 程 》 化 为 
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. x:—- Dy*= -1。 (7) 
如 果 (7) 有 整数 解 ， 则 由 定理 1 知 ， 方 程 (7) 仅 有 一 个 结 
合 类 。 设 uo +vov DD 是 基本 解 ， 由 (7) 知 06 二 0，wo 夺 0, 故 可 
设 4o 之 0，v6 之 0。 上 时 时 Wo +vov 号 也 称 为 (7) 的 基本 解 。 
定理 4 如 果 Pell 方程 (7) 有 整数 解 ， 设 6=wo+vowD 
是 基本 解 ， 则 (7) 的 全 部 整数 解 可 表 为 
x+yv DD=+6""1,nCEZ, 
证 ”由 定理 3 知 ， 只 要 证 明 6 为 Pell 方 程 (2) 的 基本 解 
Xo 十 yovw DD ,首先 容易 验证 6 确 为 方程 (2) 的 解 , 故 56: 宇 xo 寺 
yovV DD。 其 次 ， 由 定理 2 知 
Oto DD) (H+ 各 -1-) 


=xotyovD, 
因 直 6 = xo+ yov 吃 。 证 毕 。 

设 p 是 奇 素数 ， 从 Pell 方程 (2) 出 发 ， 可 证 方程 
Xx? 一 py?= 一 1( 当 p 三 1(mod4) 以 及 方程 x* -2py?= 一 1( 当 
三 5(mod8)) 均 有 整数 解 。 
= 但 当 刀 含有 羽 + 3 形 因 子 或 DD=0(mod4) 时 ,方程 (7) 均 没 
有 整数 解 。 因 此 研究 呈 取 何 值 时 ， 方 程 (7 有 解 或 无 解 ， 是 
一 件 有 意义 的 事情 。1978 年 ，Lienen0 证 明了 

定理 5 设 p 二 1(mod8) 是 素数 有 2p =r?+s?, r+ 三 十 3 
《mod8)，s 三 土 3(mod8)， 则 Pell 方程 (7) 无 解 。 

证 设 此 时 方程 (7) 有 解 ， 由 p 三 1 (mod8) 知 ，p 可 唯一 
地 表 为 六 = a? +6b*，0<a<b, 而 2p 可 唯一 表 为 2p=r? + s7， 
0<<r< 之 s。 现 在 2p=2(a?+6?)= (06-0)*+(5+a):， 故 


r=b—-a, S$=6b+a, 
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在 QG) (这 里 i= -1 )》 中 水 考虑 方程 X“-- 20 = -1， 
有 分 解 式 
(Ti 下 = (ti +0D) (a bi) y’, (8) 
其 中 车 ia 二 50i 均 为 QO 的 素数。 由 于 QO2) 的 单位 数 为 土 1， 
二 xt-( 式 1+1， 但 1+1 与 1-i 相 结 
售 ) , 故 (8) 给 出 
xX+i= (It (a oD) (c+ di)’, (9) 
ixt1= (1ti(atb) (ct di)’, (10) 
这 里 y=c?+d?，c，d 一 奇 一 个 。 由 ba 二 圭 3 (mod8) 及 
b+a 三 土 3(mod8) 易 知 ，(9) 和 (10) 展开 后 均 不 可 能 。 例 如 
对 (9) 中 的 一 个 情形 x+i= (41+ 让 (at bi (e+di)* 可 化 为 
x+i=(a-b)(c*-d’)-2(a+b)cd+[(a+b)(c*—-d?) 
+2(a— bed]i, 
子 是 (a+6b)(c*-d:)+2(a-bjcd=1c 由 b-a== 十 3(mod8) 
及 b+ 4 去 十 3(mod8 知 十 3(c* -qd*) 土 bcd 三 1(mod8)。 帆 
c,d 一 奇 寺 偶 知 ,此 给 出 本 3 二 1(mod8) 或 土 1 土 4 三 1(mod8)， 
而 这 不 可 能 。 证 毕 。 
对 于 品 =p,…p;，p;(i=1,…,$) 是 不 同 的 奇 素数 ， 我 
们 有 
.定理 6 如 果 s=2 或 2+s，p; 三 1(mod4)(i=1,…,s) 
1 对 任意 的 ij，(1<i，j<s) 都 有 ( 如)= -1， 则 方 和 
《7) 有 整数 解 。 
证 s=1 是 熟知 的 结果 ， 下 设 s>1， 设 x。+ yo。wD 是 
Pell 方 程 (2) 的 基本 解 ， 则 由 xi- 忆 Yi =1 知 2+xXo， 2|yo， 
于 是 
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这 里 D = DD,D,。 由 前 两 式 推出 
Diu:*— Dv?=1。 (C11Y 


如 果 刀 , = 1， 则 x+uw 万 是 方程 (2) 的 一 组 解 ， 但 
0= yo, 与 xu + yowv 万 是 (2) 的 基本 解 矛 盾 ， 故 


D>>1。 如 果品 ,=1， 则 (11) 给 出 方程 (7) 有 解 。 现 在 证 旷 
吃 ,>>1，D,1 时 方程 (11) 不 成 立 。 
在 S=2 时 ,由 也 ,>1， 呈 :>1 知 局 ,万 :都 是 一 个 素数 ， 


出 假设 (了: )= -1 知 (11) 不 成 立 。 而 在 2+5，s 之 1 时 ，D 


和 刀 , 中 必 有 一 个 含有 奇数 个 素 因子 ， 不 妨 设 D ,= pi … 
pi,»21 1, 这 里 pi €E{piss Pp}f=1,. ,1)。 由 DD， 一 


设 p| Ds pE{pisp:)， (2 )= -11 ,Do 


现 对 (11) 取 模 p 得 
(Dw)’=D,(modp), 


1= (2 )- (2)= (1)'= ~-1,. 
这 不 可 能 ， 这 就 证 明了 定理 6。 证 毕 。 
五 。 必 = 土 2: 和 MM= 土 4， 首先 我 们 证 明 
定理 7 设 p 是 素数 ， 如 果 丢 番 图 方程 
i62 


此 给 出 


x — Dy’=+p (12) 
有 人 解 ， 则 当 p 上 2DD 时 有 一 个 结合 类 ， 当 p+2D 时 有 两 个 结合 
类 。 
证 1) 首 先 证 明 ，(12) 最 多 只 有 一 个 解 uo。+vowD ， 
4 之 0 满足 (4) 和 (5)。 为 此 ， 设 (12) 有 两 个 不 同 的 解 


uo + yo Du +v, VD (uo 0, #1 之 0) 满 足 (4) 和 (5)， 因 
此 oo 汪 0，ui>>0。 由 (12) 知 os0，ub ,二 0; 故 v6 之 0,0 小 0。 
由 
— Dvi=+tp, ui Dvui=+p 
消去 品 ， 得 W301 一 4305= :plv? 一 局 )， 故 推出 
HU ~ UivV0o==0(modp), (13) 
或 ， 
UoU1+ tivVo0(modp),。 (14) 
另 一 方面 ， 由 
p*=(u3 ~ Dud) (ut Dy?)= (uu — Dyoy,)? 
~ Dav uv0):= (uu + Dvov,)? 
-Dv +uv0)’, . i | 
知 ， (13) 和 (14) 分 别 给 出 i 
( od 0 上 -Ds ) =1, 


,1 5、 . , 了 本 


上 te ) - Dp( Mov 二 = 1。 


如 果 u021 土 a1vo 二 9， 则 有 


| Woy 1 tivVo 


p | V0 1: (15) 


这 里 ye 满足 xu+ yov 万 是 Pell 方 程 (2) 的 基本 解 。 但 由 
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2 30，2 关 0，5o>0，o>>0 及 (4) 和 (5) 式 得 
lov tdvo {Suv + Vo yp, 
此 与 (15) 式 矛盾 。 
如 果 uov1 土 4100=0, 则 容易 推出 W604+vowD=W+v1V DD 
与 假设 不 符 。 | 
2) 设 uo + oow 万 是 结合 类 天 的 基本 解 ， 则 -uo+vowD 
是 下 的 基本 解 。 故 由 1) 的 结论 知 ， 方 程 (12) 景 多 有 两 个 结合 
类 和 玉 。 现 设 4+vw DEK， 则 #4-vwDCK。 如 果 K = 
下， 则 由 定理 1 知 4+vvV 呈 ~w-vv 配 的 充 要 条 件 是 
42+v:D=0(modp), 2uv=0(modp)。 
由 于 一 Dv?= 土 p，p+0, 故 上 式 等 价 于 
2D=0(modp), 24=0(modp)。 
此 又 等 价 于 2D 三 0(modp)， 这 就 证 明了 定理 7。 证 毕 。 
同样 方法 可 证 
定理 8 设 p 是 奇 素数 ， 如 果 丢 番 图 方程 
Xx*~ Dy’:=+2p 
有 人 解 , 则 当 p1D 时 有 一 个 结合 类 ， 当 p+ 了 时 有 两 个 结合 类 。 
由 定理 7 知 ， 方 程 
x**— Dy*=+2 - 1 (167 
如 果 有 解 ， 则 仅 有 一 个 结合 类 。 设 ze + ev 万 是 (16) 的 基本 


解 ， St DD) = i+ov 万 ， 则 w* Dv? =1, 故 


4+0w 万 是 方程 (2)? 的 解 。 设 方程 (2) 的 基本 解 为 x。+ 
ye w 万 ， 则 由 定理 2 知 
ov 万 = tv Dt yovD 多 
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赦 在 凡 >0，b>0 时 x+ ov 万 = xo+yow 万 。 因 此 除 
x:-2y2= -2 外 ， 由 定理 3 知 ， 方 程 (16) 的 全 部 整数 解 可 表 
为 


_ 万 、: 
x+ yw 人 D= 土 (uo+vow DD) | 


et Dy ,ez, 


对 于 方程 x Dy*= 土 4， 类 似 地 讨论 可 得 出 第 二 章 86 
的 下 、 了 和 Y 的 结论 。 
最 后 ， 对 更 为 一 般 的 二 元 二 次 丢 番 图 方程 
Dix*-D,y:=M, D,>0, D,>0, (17) 
这 里 DD,， 电 ,以 及 品 = D1D, 均 不 是 平方 数 。 如 果 (17) 有 
解 ， 则 (17) 仅 有 有 限 个 结合 类 。 设 zev 万 ,+ oov 万 ,是 某 结 
合 类 天 的 基本 解 〈 这 里 概念 的 解释 均 同 前 ) ， 则 方程 (17) 属 
于 类 天 的 全 部 解 可 表 为 
Xw 万 ,+yv 万 , = 土 (uv D+vvD,)(xo 
+ yow 万 )"， NEZ, J 
这 里 交 。+ yow DD 是 Pell 方 程 x*:- Dy:=1(D=D,D,) 的 
基本 解 , 由 于 (17) 可 化 为 (DD,x)?* -Dy?:= 呈 ,M， 故 对 (17》 
的 讨论 可 归结 到 方程 (1) 寺 。 | 


本 


84 方程 *-Dy*=M 的 应 用 


I 。Gauss 定 理 
首先 证 明 Gauss 对 一 般 的 二 元 二 次 丢 番 图 方 程 的 一 个 结 

果 。 | 
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定理 1 对 于 壬 番 图 方程 
ax’+bxyt+tcy:+dx+ey+/f=0, (1) 
设 D=b? -4ac>>0， 人 不 是 平方 数 , 人 =4acf +bde-ae”- 
cd? 一 fb? 二 0。 如 果 方 程 (1) 有 一 组 解 ， 则 必 有 无 穷 多 组 
解 。 
证 出 于 DD 不 是 平方 数 ， 故 a 二 9， 不 失 一 般 可 设 a 二 0， 
由 § 1 知 ， 在 变换 
1 X=24Dx+0Dy+t+dD 


1 Y=D»y-2aetbd (2) 
下 ， 方 程 (1) 可 化 为 
XDY’?:= (3) 


这 里 MM=4aD I 二 0。 和 请 组 解 ， 设 为 x ,v1 

则 得 到 (3) 的 一 组 解 

/X=2aDx,+tbDy. tdD, 

| Y=Dy,-2aetbd, (4) 
因此 ， 由 83 的 定理 3 知 ,方程 (3) 有 无 穷 多 组 解 。 现 在 我 们 来 证 
明 ，(3) 存在 无 穷 多 组 解 通过 变换 (2) 给 出 方程 (1) 的 无 穷 
多 组 解 。 

.首先 对 2aD:，Peli 方 程 x: -Dy’:=1 存在 无 穷 多 个 解 
Ti+ U,VD 满 足 U ,=0(mod2aD*)。 这 是 因为 对 任意 的 
d>>0 均 使 得 方程 x*- Dd?y'* = 1 有 无 穷 多 组 解 x,y'。 闻 是 
由 UU ,三 0(mod2aD?) 推 出 Ti 三 1(mod2aD?:)。 令 
T+UVD= (T,+U,vVD):, 则 由 

T+UVD=Ti+UID+2TIU ,VD, 
推出 T=1(mod2aD:)，U 二 0(mod2aD?)。 于 是 由 x? 
Dy =1 的 无 穷 多 组 解 T + UWD 得 出 方程 (3) 的 无 穷 多 组 解 


166 


时 +Yv 万 = (X/,+Y,vVD(T+UvVD), (5) 
由 (5) 解 出 
X=XT+YIUD, =XU+YT， 
区 由 (2) 得 
‘XIT+YIUD=2aDx+bDy+dD, 
lx U+rYT= Dy 2ae+bd。 (6) 
我 们 来 证 明 在 T=1(mod2aD?:),，U 三 0(mod2aD?) 时 ， (6) 
给 出 的 x，» 是 整数 。 为 此 对 (6) 取 模 2aDD* 得 
{X=2aDx+bDy+dD(mod2aD’), 
ly =Dy-2a0+bd(mod2aD’), 
把 (4) 代 入 (7) 得 
2aD(x-x1)+bD(v-y)=0(mod2aD’), 
D(l(y-y1)=0(mod2aD ’)。 


(7) 


由 此 推出 yy 三 0(mod2aDD) 及 x 一 x， +6D2》 1 二 


0C(modD)， 故 由 (6) 决 定 的 x,y 是 整数 。 于 是 ,我 们 证 明了 ， 
从 (3) 的 无 穷 多 组 解 T=1(mod2aD?),，U =0 (mod2aD i) 
通过 变换 (2) 得 到 无 穷 多 组 方程 (1) 的 解 。 证 毕 。 

I 。 竹 数 问题 

方程 x**- DD y?=M 的 一 些 结果 ， 还 可 以 用 来 解决 定 冶 
宕 数 问 题 。 所 请 宕 数 ? 是 指 ,如 果 素 数 p1x， 则 p?|n。1970 年 
Golomb4 王 :证明 了，1，,4 均 可 表 为 两 个 互 素 井 数 之 差 ， 且 表 法 
无 限 。 同 时 ,Golomb 提出 了 如 下 两 个 问题 和 两 个 猜想 ， 

1) ”是 否 存在 4& -1，4k+1 形 的 连续 奇 塞 数 ? 

2) 除 12167=233，12168=23.32.132 外 ， 是 否 还 存在 
都 不 为 平方 数 的 连续 奇 宪 数 ? 

3) ”Golomb 猜 想 ( 工 ); 6 不 能 表 为 两 者 数 志 差 。- 
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4) Golomb 猜 想 (I)， 存 在 无 穷 多 个 形 如 2(2a+1) 
(a 宇 0) 的 数 不 能 表 为 两 蜂 数 的 差 。 

1972 年 ，Makovwski051 证 明了 素数 bp 反 1(mod8) 可 表示 
为 两 个 互 素 才 数 的 差 ,并 用 表 法 无 限 。1981 年 ,Seatancetl 
给 出 了 无 限 多 对 形 如 48+1，4R+3 的 连续 奇 宪 数 。1987 年 ， 
肖 戎 二 解决 了 Golomb 提出 的 两 个 问题 和 猜想 (I)， 即 给 出 
了 问题 1) 和 2) 的 此 委 定 回答， 否定 了 猜想 (TI )。 后 者 因为 他 找 
到 了 6=54.75 -463? 的 反例 。 

现在 ， 我 们 利用 方程 x*- Dy?*=M 的 解 的 性 质 ， 给 出 
Qolomb 清 想 ( 了) 的 一 个 否定 回答 ， 即 有 

定理 2 ” 形 如 2(2a+1)(oz1) 的 数 均 可 表示 为 两 个 互 素 
短 数 之 莽 ， 晶 才 法 无 限 。 | 

证 设 2(2a+1)=25， 5 之 1。 取 AR = = -1, 则 有 


、 
3 


2 =1o SD= (b+h)’ b= (CF ) -2>0 
(因为 6>1) ,显然 站 非 平方 数 ， 昌 Pell 方 程 **- Dy = 1 的 
基本 解 为 (3-) -1+8 二 3. 由 于 方程 #* Dy* = 
好 有 解 如 + ho + 万 ， 放 在 与 5+h。+ v 万 相 结 合 的 类 中 ， 
方程 x: - Dy* =6? 的 全 部 正 整数 解 ( 见 33 的 定理 3) 可 表 为 
Xst yr D=(btho tvV D(x ty VD)" ,n>0, (8) 
其 中 x。= (3)】 -1， y= 和 3 。 我 们 来 证 明 ,(8) 中 
存在 无 穷 多 个 a 满 用 | x,，(x,,6) =1 有 DI y,。 


QD 当 #n 二 0(mod2) 时 (8) 给 出 2| x,。 这 是 因为 2+6&。， 对 
《8) 取 横 2 知 x+y,v 万 =v 万 (mod2)， 故 2 |x，,。 
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四 对 任意 ?>0， 均 有 (x,，pb) = 1。 因 为 妃 =A (modb)， 
故 对 xj? 一 Dy;=1 取 模 b 得 
(xot+hkoy)(xo—RoV)=1(modb), (9) 
现 对 (8) 取 模 b 得 
x ya Dko +t D(xot yokRo)' (modb), 
注意 到 (9) 式 知 ， 上 式 给 出 
x0)= (DRoCXo+wrR)")=(pR)=]。 

晤 由 存在 正 整 数 ?,， 凡 ?= (mod 刀 ) 都 有 万 | y,。 这 是 
因为 对 (8) 取 异 妃 得 
xoty Dab0rh tv Dx tnry ly, VD) (modD) 
x bth) tx txo thy (b+ hk) DmodD,), 

由 此 知 

ys=X3 Exo tnyo (b+ho) modD), (10) 
由 于 (>。 刀 )=1，(DHRo 丰 D)= (b+ko,bko)=1, 故 关于 n 的 
一 次 同 余 式 x+ yl + )=0C(mod 吕 ) 有 解 1, ,0<n 二 D。 
于 是 对 满足 "二 站 (mod 万 ) 的 p， (10) 给 出 站 | y,。 ， 

由 国 一 国 即 知 ,人 中 有 无 多 个 = 注 尼 2 Xa 2 
11LD| y,。 对 于 这 些 #， 令 y, = DDy!, 则 由 x: 一 Dy?= 
各 - 

(xs+8)CX 一 D) = 六 ( 门 y 人 2= 站 53 人。 (1) 
由 2|] x,，(6,x:)=1 知 (x,+6，x;, 一 b)=1， 故 从 (11) 知 ， 
存在 正 整 数 4”，v,，s，1, 使 得 

Do xs—b= ss, (12) 
其 中 DD=ws，y1=vsts， 且 (wo,，st,) =1。 由 (12) 即 知 
2b= uv?— s31?, 
这 就 表明 了 20( = 2a+1>1) 可 表 为 两 个 互 素 宕 数 之 差 ， 且 
表 法 无 队 。 证 毕 。 
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定理 2 的 证 明 是 构造 性 的 ,例如 我 们 下 面 给 出 6 家 为 无 穷 
多 组 两 个 互 素 星 数 之 差 的 方法 。 

在 定理 2 的 证 明 中 ， 取 b= 8， 则 k。=1,D =7 且 Pell 方程 
XxX? 一 7y?=1 的 基本 解 xo。+yov 7 了 =8+3w7。 由 于 方程 
%" 一 7y"=9 有 误 4+ 了 ， 故 在 与 4+ V7 了 相 结 合 的 类 中 , 方 
程 x* -7y*= 9 的 全 部 正 整 数 解 可 表 为 

Xetyrv T=(4+V T8137)',n>0, 
现在 求 出 满足 2| x,，(x.，3) =1i17| y ;的 x*。 由 @~@ 知 ， 
满足 这 些 条 件 的 *=0(mod2) 且 8 +n.3(3+1) 三 0(mod7), 故 
nn 三 4(mod14), 于 是 

6=uv?i— sl’, (13) 
这 里 ss =7，?70,t, = yx。 例如 取 2= 4， 则 ?4 = 81025 = 
7。52。463。 故 由 ws =7，oif = 52.463 知 (13) 给 出 
6=54.73 一 4632。 

对 于 2 表 为 两 短 数 差 的 问题 ， 从 Pell 方程 x*- Dy?:= 1 
可 十 分 容易 地 构造 出 来 。 例 如 ， 类 似 于 定理 2 的 证 明 , 取 & ,为 
任意 的 正 奇数 ， 刀 = (e+1):-1, 则 Pell 方 程 x*- Dy?=1 
的 全 部 正 整 数 解 可 表 为 

Wow 了 = (Ro t+1t+vD)" 

在 三 D (mod2 刀 ) 时 ， 上 式 给 出 2] x,，D|y,, 故 从 x? 一 1 = 
Dy:= Dy 可 推出 2 是 无 穷 多 个 两 害 数 之 差 。 

类 似 地 可 证 "1; 任意 正 整 数 都 可 表 为 两 互 素 究 数 之 差 

且 表 法 无 限 。 


$5 两 个 三 元 二 次 丢 番 图 方程 的 公 解 


求 两 个 三 元 二 次 丢 番 图 方程 的 公 解 问题 引 大 注目 。 所 请 
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求 两 个 三 元 二 次 丢 番 图 方程 的 公 解 问题 ， 是 指 求 丢 番 图 方程 
组 
x — Dy’=h 
{ v2 D2"*=i (1) 
的 整数 解 , 这 里 D,DD, ,kg 和 m 部 是 给 定 的 整数 , D>>0,D ,>0 
都 不 是 平方 数 。 利 用 Bakert 有 效 方法 ,可 以 定 出 (1) 中 |y | 的 上 
界 ， 因 此 方程 (1) 最 多 只 有 有 限 个 解 (参阅 第 三 章 §4) 。 
1941 年 ，Liunggrent' i 证 明了 
定理 1 Pell 方 程 组 
x*—2v*=1 
y*—32°=1 
仅 有 正 整 数 解 x=3，y =2，z= 1。 
我 们 在 第 三 章 的 34 给 册 了 定理 1 用 Baker 方法 的 证 明 。 
1969 年 ，Baksr 和 和 Davenporttsl 利 用 Baker 方 法 证 明了 
定理 2 于 番 图 方程 组 
{ 2 一 3X2= 一 2 
22 一 8x2= 一 了 
仅 有 两 组 正 整数 解 x=y=z=1 和 x=11，y=19，z= 31。 
1975 年 ，Kanagasabapathy 和 Ponnudurai!" 用 递 推 序 
列 的 方法 给 出 了 定理 2 的 一 个 初等 证 明 。1980 年 ，Velup 一 
illaip 证 明了 。 . 
定理 3” 丢 番 图 方程 组 . 
{ 2°— 3)"=—2 
22 一 6xX2= 一 5 
仅 有 正 整数 解 x=y=z=1 和 xy=29，y= 41，2z=71。 
1983 年 ， 曹 珍 富 … 用 Pell 方程 的 方法 ， 研 究 了 较为 一 般 
的 Pell] 方 程 组 
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X2 一 2y2= 一 1 
y:—~ D2z’=1 
的 正 整 数 解 。 证 明了 
定理 4 设 D=p,…p.，p;(i=1,…,s) 是 不 同 的 奇 素 
数 ，1 志 s 志 5 则 Pell 方程 组 (2) 除 开 s = 4 时 ， 仅 有 正 整 数 解 
X=239， y=1%9,， z=4( 当 D=3.5.7.17=1785) 和 x= 
1393，y=985，z=4《 当 DD=3.17*41.29 =60839) 外 ， 无 
其 它 的 正 整数 解 。 
证 由 x:-2y2= 一 1 解 出 


62++1+4 G2r+1 


(2) 


X= 2 ， 70， 
这 里 69=1+w2，6=1-w2。 记 
059" 人- 本 


2 7 
则 我 们 有 
252 7mn41s 当 n= 2ms 
*+156 | 47ar+27anr1 N= 2m + 1 
472n72n+t1 ， 当 = 2m3 
X% 一 1 = 上 | 267 nsEsntiy 当 #= 2m +1 
故 从 (2) 得 出 x: -1=2Dz?， 从 而 知道 
Seantier “Ez2nit= D2l, Wnstonnii= Dz?, (3) 
这 里 忆 = 站, 万 ,，z=2z,z,。 由 于 
(anal S62m+11)=1, (Nmt je! » nn+1)=1, 
故 (3) 式 给 出 
Stomtiyr1 = hha, Emr1=1b, ganiii! = ee?, 
nm:1= fd’, (4 
这 里 D', = kl， 2Z1=ab; D,=ef，2z,=cd, 由 于 
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EDa1 一 270nrDxzit=1， élnt1~ 2nin+1= —1, 
故 (4) 式 给 出 

has*—2ec*=1, lb+*—2f’:d*=—1。 (5) 
由 于 &,e,!, 了 等 于 1 时 ， 方程 (5) 分 别 化 为 方程 XX*-2Y ?=1,» 
?271=1，X14~-27?= 一 1 和 XX*-2Y ‘= -1, 而 这 些 
方程 都 已 经 给 出 了 全 部 解 ( 见 第 二 章 $2、§3 和 $7), 故 在 1 所 s 志 3 
时 ， 定 理 4 得 到 了 证 明 。 在 s 宇 4 时 ， 设 hk>>1, e>1, [>1, 
j >1， 由 (5) 的 第 一 式 知 

Ra2 士 1=442，Ra2 二 1=202，200>= ec:。 C6) 
由 (6) 的 前 两 式 知 v? 一 24” = 干 1。 由 2uv = ec’ 知 2| 4， 故 0? 一 

= 干 1 中 的 负 号 不 可 能 。 于 是 (6) 给 出 

2 一 242=1，2840 = ec2。 
由 2uv = ec* 得 4=2e14?,， v=esv?, c=41v1，eE=eies 代入 . 
v7 一 24? = 1 得 出 
eiv!—~ 8eiu!=1, (7 
由 于 e, = 1,es = 1 上 式 分 别 化 为 X* -8Y*= i 
1, 而 这 些 方 程 也 已 在 第 一 喜 解 决 故 经 过 一 些 计 算 知 ， 
理 4 成立。 

下 设 ef>1，ey>1， 故 由 刀 =Rie/=Reie,j/ 知 s 宇 5 且 
在 s= 5 时 ， 可 设 8，1，eiye:，j 均 是 一 个 素数 。 于 是 由 (7) 
得 出 

e201 填 1= 44i, ev? 二 1 = 244, dstls =eu?, (8) 
出轨 us = e144? 得 出 4 = ej4?，4s 二 如 或 4 = 43，Ws =@1W2y 
故 由 (8) 的 前 两 式 得 出 

15 一 2(e141) = 于] 或 (eui) 2 一 204= 二 1。 
而 这 些 方程 均 已 解决 ， 用 这 些 方程 的 解 不 断 回 代 ， 最 后 得 证 
定理 4 的 论断 。 证 毕 。 
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利用 这 种 方法 还 可 以 考虑 D= pip, 及 D=2p1…p ss 
这 里 p;(i=1,…s) 是 不 同 的 奇 素数 的 一 般 情形 四。 由 于 (2) 
给 出 x?1=2y?，x* 一 1=2Dz?, 推 出 x1-1= DD(2y2):*。 
故人 2) 的 解 可 以 应 用 到 二 元 四 次 丢 番 图 方程 x4- Dy*=1 上 
去 〈 参 阅 第 七 章 81)。 
关于 两 个 Pell 方 程 的 公 解 问题 ，1984 年 Mohanty 和 Ra~ 
masamyt “用 递 推 序列 的 方法 还 证 明了 | 
定理 5 Pell 方 程 组 
{ X“ 一 2y2=1 
2 一 5z2=4 
仅 有 x= 土 ?3，y= 士 2，z= 0 的 整数 解 。 . 
证 利用 Pell 方程 的 解 知 ,方程 x* 一 2y?=1 的 全 部 解 
可 表 为 
x+-I=(3+2w7)"， nn€EZ, 


(9) 


出 此 得 到 一 组 关系 式 
Xn Y= ~ Ys (10) 
Xtr = XX, 2 、 (11) 
Vrrr= Xr t+ X,Y 12% 
Xin= Xit2yi=2x2l—1=4y:+1, . (13) 
Van=2Xny ry : i (14). 
Xsn= Xn(16x;:— 20x?+5), (15) 
ys= ya(l6x;:— 12x?+1), (16) 
Vita y(modx), Gd 
?ua2trxi0 EY (mod2x, + 3y,), (18) 


Vrt2(rti) SE — Yr (mod3x, +4y,)。 (19) 
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通过 计算 可 得 下 列 的 数据 : 


好 Xn y n 

0 1 0 

1 3 2 

| 17 12 

2 99 70 

于 577 408 

二 3363 2378 

8 19801 13800 

7 114243 80782 

8 €65837 470832 

9 3380399 2744210 

10 22619537 15994428 
ee 
现在 , 设 (9) 存 在 整数 解 ， 令 5z= 4, 则 由 y? 一 5z?=4 得 步 ; 

42=5y2 一 20。 (20) 


我 们 利用 x?* -2y?=1 的 解 的 性 质 分 五 种 情形 来 证 明 在 4 二 
士 1 时 (20) 不 成 立 。 . 
(a) 人 从 (18), Yrts=yYr (mod2xs + 3y3)=y,(mod408); 
二 y. (mod17), 
yos 当 ?三 0 (mod8) . 
如 果 #=0， 4(mod8)， | ,namodg)} 三 


0(mod17)， 对 (20) 取 模 17 知 
I= (7 2 = (3 )- (3 )( 计 ) 四 (3)= (多 = -1» 
这 不 可 能 。 如 果 ? 三 土 2(mod8)， 则 y ,三 y= 土 y， = 


土 12(mod17)， 故 对 (20) 取 模 17 给 出 1= (32 3)-= 


(名 )= -1， 也 不 可 能 。 这 就 证 明了 三 0Cmod2) 时 (20) 不 成 


立 。 
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(0 利用 (12)，， =2378x .+T3303y: = yv (mod4l)。 
十 1 


四 
故 在 4 三 2(mod5) 时 ,y ,三 .2= 土 12(mod41)， 对 (20) 取 


模 41 得 
1 yi~—20 N= 5， 12° ~ 20 _ 
1 \ 41 (¥ 41 )= (53) 1， 
这 不 可 能 。 这 就 证 明 % 三 荆 2(mod5) 时 (20) 不 成 立 。 
(c) 利 用 (19)，y，: 三 -yo (mnod3xb 十 4y8) == 


一 yn(mod22619537) 沽 ~ y,(mod241)， 这 给 出 y》.. ,1 二 
vmod241)。 扣 果 n 三 土 5(mod40), 则 y ,三 二 32(mod?241)， 
攻 对 (20) 取 模 241 得 


_/5y2—20 2 39 VY 
1 一 2 和 )=( )= (a )= -1 
这 不 可 能 。 


如 果 % 三 土 9(mod40),， 则 y, 三 于 57(mod241) ， 因 此 

《20) 给 全 出 
De 2 _ 
1 (= (= -1 
如 果 a 二 十 全 (mod40)， 刚 y ,三 二 57(mod241) ;如 果 n 三 土 15 

《mod40), 则 y ,三 干 32(mod241)， 同 前 证 明知 ，(20) 此 时 均 
不 成 立 。 这 就 证 明 n 寺 十 5， 土 9， 土 11, 土 15(mo1440) 时 方程 
《20) 不 成 立 。， 

由 (a)、(5) 和 (c) 知 , 除 n 二 1,19,21,39(mod40) 即 % 二 1， 
19(mod20) 外 ， 其 余 情 形 方 程 (20) 均 不 成 立 。 

(qd) 如 果 # 三 1(mod20),n 寺 1, 可 设 n=1+5.2'(2h +1)， 
84 关 0 和 之 2。 令 j = 2 ，!>>2， 我 们 有 ?= 57+1+2.570。 利 
用 (17) 式 我 们 有 

Yr-1) ysiri(modxs))=(-1) x1ys; (modxs;) 
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三 (~ 1):3y;(16x:—12x?+1)(modx;(16x— 20%x7 
+5))。 故 对 (20) 取 模 x ;得 
一 5(377)* 一 20 = ;全 2 
由 于 x? -2y)=1， 故 ~20 三 40y?;(modx;) 。 因 此 上 式 给 出 


1=( 全 4 ( 85 )= (5 ‘(17 ), (21) 
Xi Xj; Xi Xi / 


由 轨 纳 法 ,容易 知道 ， 对 t=1, 有 有 
Xx: 三 1(mod4), x ;三 2(mod5), 
县 := 2 时 x .三 -1(mod17)，t 宇 3 时 x ,三 1(mod17)。 故 在 t= 


2 时 ，《21) 给 出 
1 (7)-, 
而 在 {23 时 ，(21) 给 出 
1 人 从 三 于 

因此 1 三 1(mod20)，7# 二 1 时 方程 (20) 不 成 立 。 

(e) 如 果 2=19(mod20)， 则 ?= -1(mod20)。 故 注意 到 
(10) 式 ， 同 (gq) 的 证 明 可 知 % 寺 - 1 时 方程 (20) 不 成 立 。 

由 (o) 一 (e) 知 ，(20) 有 和 解 推出 4%= 土 1，y= 土 2， 于 是 
给 出 x= 土 3，z =0。 证 华 。 

苋 珍宝" 发现，Pell 方 程 组 (9) 不 用 较 麻烦 的 递 推 序 
列 方法 ， 而 用 Pell 方 程 的 技巧 可 给 出 一 个 非常 简短 的 证 明 ， 
而 卫 此 方法 可 适用 于 一 般 的 Pell 方 程 组 


(22》》 
我 位 布 
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定理 6 设 p,,…,p; 是 不 同 的 奇 素数 ， 则 当 D = 
pi'"p;: 三 1(mod4),1 拟 s 忆 4 时 方程 组 (22) 仅 有 平凡 解 z = 0。 

定理 7 设 p,,…,p, 是 不 同 的 奇 素数 ， 则 当 DD = 
2 旋 ;… 力 ,，1 委 S 委 4 时 方程 组 (22) 除 开 D = 34 仅 有 非 平 凡 解 
.z= 土 12 外 ， 均 只 有 平凡 解 z2= 0。 

下 面 给 出 定理 6 和 7 的 证 明 思 路 。 由 方程 x?* -2y*=1 可 


n 


知 y= 二 <，HEZ, 这 里 a=3+42WV TF,E=3-2W 7o 


2 了? 
[ ee” 2 2 2 
把 y= 2 六 代入 y* -Dz*= 4 可 得 
2 一 e" _， fe 一 8 2 
( 2 了 2 儿 E- 7 士 2 )= Dz 0 (23) 


由 于 在 DD=1(mod4) 或 D=0(mod2) 时 ，(22) 给 出 21|y， 故 


由 y= 和 一 -2 元 知 2+mo 令 8= 2m +1， 则 (23) 给 出 


E20 1 2m+1 D 2nt1l BR 2mt+i 
7 
4D ,2?, | (24) 
里 D D1.D,, 之 = 42 zs。 由 于 
(2 
a3 te Ns 
BE2mti Bg 2mil ~ etl ent 
+2= 十 的 ”一 一 一 一 一 - 
2 3 2= (e+e | 2v 去 
获 (24) 可 化 为 
Ertl+ emti eg” >» 
人 2 (与 洁 = 2D 12%, (25) 
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2 


er—e’ 


由 于 e=3+2WW2=p’,， p=1+wW2， 故 对 任意 kh, 7 亏 


可 分 解 为 2 于 人 一)( 驴 二 2 一 )， 故 从 (25) 和 (26) 经 过 一 


些 讨论 就 可 证 明定 理 6 和 定理 7。 

用 这 个 方法 ,还 可 以 解决 (22) 中 DD=p,*…p.(=1l(mod4)》 
或 2p1…p; 当 s 志 6 时 的 情形 。 

最 后 ， 我 们 给 出 Ljunggren 对 于 丢 番 图 方程 组 


{ XxX:+ (x+1):=2z 


y+ (yt1) 2 一 22 《27 
和 
IMx’:~-N|=2z 
| z2:=My:-N (28) 
的 结果 ， 即 有 
定理 8" 委 番 图 方程 组 (27) 仅 有 正 整 数 解 x=1，， 
»》=3, 2=5。 


定理 9"” 设 N>1， 则 于 番 图 方程 组 (28) 仅 有 非 负 整 
数 解 x=0,，y=1, z= N( 当 M=N(N+1)) 和 x=2,， y= 
4N+1, 2= MM-N| (3M= NCGN+1) 或 N =16M)。 

在 Lijunggren 之 前 ，Trost"" 曾 解决 方程 (28) 当 MM = 
NN +1)、N = D2?(D 二 1) 时 的 特殊 情形 。 


$6 三 元 以 上 的 二 次 丢 番 图 方程 


I 。Legendre 方 程 及 其 应 用 
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三 元 二 次 丢 番 图 方程 的 最 著名 的 例子 是 Legendre 方程 

ax:+by*+cz?:= 0, (1) 

这 里 abc 寺 0，a,b,c 都 无 平方 因子 ， 两 两 互 素 且 符号 不 全 一 
样 。Legendre 证 明了 

定理 1 方程 (1) 有 不 全 为 零 的 解 的 充 要 条 件 是 : - bc， 
一 ac， 一 ab 分 别 是 模 | a |，| 6 |，| c | 的 二 次 剩余。 

这 个 定理 的 必要 性 易 证 。 设 (1) 有 一 组 不 全 为 零 的 解 x， 
3，2， 则 不 妨 设 (x,>y,z>) = 1。 于 是 ， 若 有 素数 p la， 必 有 
p+2( 否 则 由 pb] a，p lz 推出 p| y， 再 由 p| 3, pj z 推 出 pl x)， 
所 以 对 (1) 式 取 模 | a | 知 

(bz-1y)’: 二 ~ bec(mod|lal) 
故 -65c 是 | a | 的 二 次 剩余 。 同 理 可 证 -ac, - ap 分 别 是 模 | 6 |， 
1 c | 的 二 次 剩余 。 

应 该 指出 ， 这 个 定理 的 充分 性 远 不 是 显然 的 。 但 由 于 介 
绍 这 个 证 明 的 书籍 较 多 (可 参看 [18]) ， 故 这 里 从 赂 。 

方程 (1) 的 一 些 特例 ， 如 方程 x*+y?=2?，x?+py*= 
2 以 及 x”+y?= pz* (bp 为 素数 ) 于 者 可 以 给 出 它们 的 多 部 
解 .我 们 在 第 二 章 的 $2 给 出 了 方程 x?+y?=2? 及 x? +2y7 
2 的 全 部 解 ， 现 在 我 们 给 出 方程 

X2? 十 y2=222，(XY，y)= 工 (2) 
的 全 部 正 整 数 解 。 由 (2) 显 然 ，x 三 y 三 1(mod2)。 故 除 x=y 
外 ， 可 令 x+y=24,，x 一 y=20, 这 里 4 沁 0,v>>0。 于 是 x = 
4+v，»》=4 一 vo。 代入 (2) 得 
42 十 02 一 22。 
册 于 (x,y) =1， 故 (bo) = (x,y)=1。 所 以 上 式 给 出 
u=2ab, v=a:—b:, z=a’*+b’, 


《4,0 可 交换 ) 这 里 co>p>0，(a;0) =1 基 a， 一 奇 一 偶 。 于 
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了 


是 得 到 方程 (2) 除 x = y 外 的 全 部 正 整 数 解 为 
x=2ab ta’-b’, y=|2ab-a’:+b*:|, 2=a?:+b’, 
(xyy 可 交换 ) 这 里 ao>b>>0，(a;0) =1 且 a,5 一 奇 一 旧 。 
Legendre 方 程 在 组 合 数 学 中 有 其 重要 应 用 。 设 4 是 v 个 
元 素 4,,… ,4: 的 集合 ( 称 为 0 一 集 ) ，4，,…,4. 是 4 的 v 个 
子 集 。 如 果 有 4, (i=1,…,0) 满 足 条 件 : 
1) 每 个 4 ,是 4 的 & 一 子 集 ; 
2) ” 任 给 的 i 二 ，A ;站 4, 是 4 的 4 一 子 集 ， 
3) ”整数 0,k,4 满 中 0 过 2 之 8<v 一 1。 
则 称 子 集 4 ,,…， 有 ,为 4 的 一 个 (vw,8,4 ) 一 组 态 (在 统计 
学 中 ，(v,k,4) 一 组 态 称 为 对 称 平衡 不 完全 区 组 设计 》。 
从 定义 容易 知道 ，v,R, 4 满足 
RkR—A=hk*— Av, (3) 
由 组 合 数学 中 知 ， 设 v,,4 是 整数 ， 如 果 存 在 (0,k,4) 一 组 
态 ， 则 当 0 是 偶数 时 ，h- 4 是 平方 数 ， 当 v 是 奇数 时 ， 丢 理 
:图 方程 
x2= ho Ay 1) 2? (4) 
必 有 x,y,z 不 全 为 零 的 整数 解 。 
定理 2 设 210，(8,4)=1, 如 果 存 在 (v,&,4) 一 组 态 ， 
则 《〈- 1) 了 是! 的 二 次 剩余 ， 这 里 ! 是 6- 4 的 无 平方 因子 部 
分 。 
证 ” 当 2+v 时 ， 存 在 (v,h,4) 一 组 态 的 必要 条 件 吓 (4) 有 
一 组 ,yy,z 不 全 为 零 的 整数 解 。 由 于 (R,4)=1， 故人 -4， 
1) = 1。 设 8- 4=1E*，4= dy*， 这 里 1,d 均 为 无 平方 因子 的 
正 整数 ， 则 由 定理 1 知 ， 方 程 (4) 有 一 组 不 全 为 零 的 解 推出 
1, (- 1) 六 qd 分 别 是 模 d，1 的 二 次 剩余。 现在 由 (3) 知 bz = 
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(R- 4)+45=1:(modaq)， 故 由 (dp) =1 知 [是 模 d 的 二 次 


剩余 。 于 是 推出 〈- 1) 了 d 是 模 ! 的 二 次 剩余 ， 即 (~1) : 
4 是 模 ! 的 二 次 剩余 。 证 毕 。 

这 个 定理 的 一 个 推论 是 给 出 不 存在 某 些 参数 为 v= 1? + 
+1，R=1+1，72=1 的 (4) 一 组 态 (此 时 的 (v,&8, 14) 一 
组 态 称 为 ?4 阶 有 限 射 影 平 面 ) 。 

推论 。 设 n 二 1(mod4) 或 三 2(mod4) ,是 # 的 无 平方 因子 
部 分 至 少 有 一 个 素 因 子 是 44+ 3 形 的 , 则 参数 为 0= 1? +1+1， 
R=Rn+1，4=1 的 (v,k,7) 一 组 态 不 存在 。 


证 在 n=1(mod4) 或 #8 二 2(mod4) 时 ， 1 是 奇数 。 故 


由 定理 2 知 -1 是 模 / 的 二 次 剩余 ， 这 里 1! 是 上 ~ 4= "的 无 平方 
因子 部 分 。 但 由 假设 至 少 存在 素数 p 三 3(mod4)，pi1， 而 
(3 ) = -1， 故 不 存在 参数 为 "=22 +H+1，R=1+1， 
4=1 的 (v,k,4) 一 组 态 。 

IT 。 壬 看 图 方程 ax* +by*+cz?=7 

现在 我 们 来 讨论 Legendre 方 程 的 推广 形式 ， 

ax:+by:+cz:=n, 70。 (5) 

裴 定 一 "给 出 了 方程 (5) 的 解 的 个 数 表达 式 。 对 于 a,5,c 的 一 
些 特殊 值 ， 我 们 还 有 以 下 熟知 的 结果 。 

定理 3 . 设 (a,b,c)= (1,1,1)， 则 当 %= 4'(84+7)， 
4 生 0，4 源 0 时 (5) 无 解 ， 而 当 % 不 具有 形式 4 (81 +7) 时 (5) 
有 解 。 

_ 当 (o,b,c) = (1,1, 一 1) 时 ，Erd6s 曾 提出 一 个 问题 ， 是 . 
否 对 充分 大 的 正 整 数 ?， 都 有 整数 x,y，z 存 在 ， 使 得 


=X + 2 XS, EN 2?EN, (6) 
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这 个 问题 至 今 也 未 解决 。 但 是 ， 柯 召 光 曾 得 出 一 系列 有 趣 的 
结果 。 例 如 他 证 明了 “几乎 所 有 ?的 正 整数 都 满足 (6)， 即 有 

定理 4 设 4(N) 是 小 于 入 且 不 能 表 为 (6) 的 形状 的 正 
整数 4 的 个 数 ， 则 有 


nN): NN,: 
AN=Oi Ny 。 


前 珍 富 发 现 ,这 个 结果 可 以 改进 为 4(N) = Of 。 
证 设 a n=y +b<(0+1)*, 
如 果 旬 5， 设 5= 4m, 则 有 
n=a:+ (mt+1)*:~ (mo—1)’, 
且 显 然 @ "过 mp (+1) ?和 hn，(m 一 1)? 志 n。 如 果 215， 设 b= 
2m +1， 则 在 
n=a + (mt) -mm’, een, ntl1)<n, mi<n 
如 果 o>4， 5 = 4m +2 且 有 正 整数 6，! 存 在 ， 使 得 
2at 4m+1=hkl, k>1, [>]1, 


0 


则 有 
DA 


从 3k<Ik= 20+ dm+1 和 hk- 3 去 于 (8- 3) = 


《2a + 4m+1)( 计 一 由 1 所 以 有 &+ 04m, 
3 
放 在 a 宇 4 时 得 出 


(CE | 


= [E(t2m+5) | < 


因此 在 ac 之 4 时 只 有 


1=a2:+41 二 2，1 和 2 二 1 委 0 《7》 
而 且 
2a+ 4m t+1= pp 为 素数 (8) 
时 ， 才 有 可 能 不 适合 (6) 式 ， 于 是 得 到 
A(N)< 全 1< SN [x (4a) — x (24)1 
=x (AND -1, (9) 


这 里 x (x) 表 示 不 超过 x 的 素数 个 数 。 由 初等 数论 中 熟知 的 结 


论 : x (nm) 过 12,” ( 当 n>>1) 知 ，(9) 给 出 
logn 


A S100 N= 0 人 YN). 证 毕 
柯 召 同时 还 讨论 了 "适合 (7)、(8) 时 表 为 (6) 的 形状 的 可 
定理 5 如 果 存 在 奇数 人 人 1 使 得 整数 m 适 合 

a 1 ~ a 1 1 


mid 一 一 一 一 


t 2 t+1 2 12+1? 
则 (7) 中 的 数 n 可 表 为 (6) 的 形状 。 
定理 6 〈7) 中 数 能 表 为 (6) 的 形状 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 
整数 s 和 5 ,使 得 


atv (a~-28—-1)’:-h4m-2 >b, 之 da- 


Vla-2s-1)i-4m-2 ， 0<s < + 
且 

2(2s+1)a+4m+2- (2s+1)2=0c,， 这 里 c, 是 正 整 
数 。 
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推论 *=a’+2 能 表 为 (6) 的 形状 的 充 要 条 性 是 存在 整 
数 x1， 5>1 之 s>0 使 得 2(2s+1)a+2-(28+1)”= 


(1+2s+24)(1+28+20)。 有 

此 外 ， 柯 召 通过 计算 发 现 ， 在 ns<104 时 有 76 个 数 不 能 表 
为 (6) 的 形状 。 其 中 最 小 的 一 个 是 3， 最 大 的 一 个 是 68563。 柯 
召 猜测 ， 

“充分 大 的 正 整数 者 能 类 为 (6) 的 形状 。6563 很 可 能 是 
不 能 不 为 (6) 的 最 大 整数 ”。 

即使 对 于 o + 2， 要 证 明 a 充 分 大 时 ，a: + 2 均 能 表 为 (6》 
的 形状 亦 很 困难 。 

世 。 最 后 ， 对 于 四 元 二 次 型 

f=f (X,Y,2,W)= x +hey: +caz’: +abw’, (9)》 
如 果 

fi= COxiyyiy2iy WI) = Xi +bey? + caz? +abw!?, 
则 

fs= ff = f(x,,Y, ,2 wy) 


Xs = XX1— (beyy +cazz, +abww,), 
ya=yXid+TXyiId+a(zWw1 ~ wz), 
Zs =2X1+ XZ +OWY ,~ YY,), 
Ws=WXI+tXW+e(y2 — 2y1)o 
因此 ， 如 果 f 能 表示 m 和 nn， 则 了 也 能 表示 m7。 
定理 7 如 果 同 余 式 
cXi+bY :+a=0(modn) 
对 于 飞 ， 了 有 解 ， 则 方程 


f x32W) =mi, |m | 委 w2lasc| 
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有 一 组 不 全 为 零 的 整数 解 。 
作为 (9) 的 一 个 特殊 情形 (a=46=c=1)，Lazrange 星 已 
证 明 ， 任 一 正 整 数 都 可 表 为 四 个 数 的 平方 和 ， 即 有 
定理 8 对 任 一 正 整 数 ?， 方程 
X2 十 %2 十 22 十 2 一 名 


都 有 整数 解 x,y,z 和 和 ww。 


$7 一 些 与 | 番 图 方程 有 关 的 
问题 和 结 


关于 二 次 丢 番 图 方程 有 一 些 有 趣 的 问题 和 结果 ， 有 些 间 
题 直到 现在 也 没有 得 到 解决 。 

I。Ankeny，Artin 和 和 Chowla 曾经 提出 如 下 的 猜 
想 ， 设 Pp 三 1(mod4) 是 一 个 素数 ， 且 有 整数 x，> 使 

Xx*— py’=—4o 
如 果 Y 了 是 > 的 最 小 正 值 ， 则 了 关 0(modp)。 

Goldberg 证 明了 猜想 在 p <2000, 且 p 二 5(mo148) 或 p 过 
100000，p 三 1(moi8) 时 是 正确 的 。Mordell 中 和 Chowla 分 
别 证 明了 当 p 三 5(moi18) 和 p= 三 1(mod8) 时 ,了 才 0(modp) 
的 充 要 条 件 是 

B,.1 关 0(modp), 


这 里 ,是 Bernouilli 数 ， 由 下 式 定义 


t 1 Bt” 
- 一 二 本 + ， 总 一 3 二 1 
CE 一 ] 1 2 外 1 (2n)1 ° 


出 Bernouilli 数 与 于 天 图 方程 的 特殊 关系 (Bacnouilli 数 与 
Fermat 大 定理 关系 最 为 密切 )， 故 它 引 起 了 许多 人 的 关注 。 
186 


(1) 


我 们 定义 序列 8 ,如 下 

bo=1, (m+1)b»=— (中 1 (m=1), C27 
则 有 

定理 1 对 所 有 n 宇 1， 均 有 652,41= 0 和 5b; = (1231 
Bo 


证 由 于 展 成 突 级 数 为 


2 = = (3) 


比较 =， 的 系数 给 出 07- 1 (对 m = 0) 和 
bp (™ 1 )e!= 0。 


K-00 
由 此 即 推 出 54 = 6b, Cm 宇 0)。 又 由 (2) 知 56,= -于 ， bi =0 
21)， 放 (3) 式 即 为 


-1 上 ~ 人 
E 一 开 1 2 + 之 


由 此 与 (1) 比 较 得 5: .= (一 1)"*1B,。 证 毕 。 
利用 (2) 式 的 递 扒 关 系 ,很 容易 给 出 前 面 一 些 Bernouil li 
数 8,。 例 如 由 (2) 式 得 
1+26,=0 
1+36,+36,=0 
l1+46,+66,+46,=0 
1+5b,+106, +106,+56,=0 


oss 
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1, b=-., b= 1 ,.., 夏 B， 


由 此 解 出 b= 一直，b:= 30 和 


(nD 有 如 下 的 序列 
J 1 


9 AR i "0 
6 30 42 


注意 8, 三 a(mo 1 站) 定义 为 : 设 . = ， 划 二 0D= 


a(modp)。 关 于 Bernoiilli 数 在 第 八 全 六 还 ; 所 周到 。 
男 一 个 猜想 是 ， 设 5 三 3(mo 4) 是 素数 ， 只 洒 
xX — PV =1, yy 
如 果 了 是 > 的 晤 小 正 值 ， 则 了 守 0Cmodp)。 
Goldberg 证 明了 p< 二 18000 时 猜想 是 正确 的 , Mordel1 轨 
证 明了 立夫 0(modb) 的 充 要 条 件 是 
EF, ;0(mo:ip), 


这 里 五 ,是 Euler 数 ， 由 下 式 定义 
= 
2 
T。 Grescen zo 在 1975 年 提出 了 如 下 问题 :是否 存 在 
不 穷 多 对 素数 2,4 通 合 i 
pr ~ 0g = 12 : 于 (4 
类 似 地 ， 我 们 可 以 提出 如 - 下 问题 是 否 存 在 无 穷 多 对 素数 pq 


会 
Bi 


Sect= 2 


pp:—5g*=—4? (5) 
这 是 两 个 没有 解决 的 问题 。1986 年 , 届 明 华 3 对 方程 (4) 证 明 
了 : 
在 p,q 二 1015 时 ， 仪 有 三 对 素数 p,q 适合 (4) , 即 (b,9) = 
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(7，5)，(41，29) 和 (63018038201，44560482149) 。 同 时 ， 
他 还 证 明了 如 下 的 几 个 结果 ， 

定理 2 设 g 三 1(mod8) 是 素数 ,如 果 g = 1? +2v?,8+v， 
则 对 任意 素数 p,(4) 不 成 并 。 

定理 3 如果 p=4w?+2v: 三 9(mo416) 是 素数 ，8|v， 则 
对 任意 素数 9g，(4) 不 成 立 ; 如 果 p = c?+128d’* 三 17(mod32) 
是 素数 ， 这 时 pb 也 可 表 成 p=a?*+ 645?, 则 在 p+d 三 1(mod2)》 
时 ， 对 任意 素数 g，(4}) 式 均 不 成 立 。 

定理 4 设 /= -1Gmnod4)，/>11 是 素数 。 如 果 

1) p=2f+1 是 素数 ， 则 对 任意 崇 数 9，(4) 不 成 立 ， 

2) 4=2f -1 是 素数 ， 则 对 任意 岩 数 p，(4) 不 成 立 。 

定理 5 设 /三 1(mod4)，] 之 11 是 素数 。 如 果 

1) 4q=6f -1 是 素数 ， 则 对 任意 素数 p，(4) 不 成 立 。 

2) p=6f+1 是 素数 ， 则 对 任意 素数 g，(4) 不 成 立 。 

对 于 方程 (5)， 月 前 还 没有 什么 工作 ， 估 计 是 很 难 回答 
的 。 但 对 于 方程 p? - 2g? = 1 和 p?~5g*=4 (这 里 p,q 均 为 素 
数 ) 却 十 分 容易 ,例如 到 模 3 即 可 分 别 得 出 仅 有 唯一 解 (p,q) = 
(3,2) 利 (p,9) = (7,3)。CasselsD29 曾 得 出 了 一 个 有 趣 的 定 
理 。 

定理 6、 设 P 是 素数 的 一 个 有 限 集 ，IT 是 素 因 子 E 的 
全 体 正 整数 的 集 。 再 设 居 >0， 互 关 0 是 整数 ， 且 互 的 素 因 子 
#P， 则 二 次 丢 番 图 方程 

X:- FY?=E, XCcZ, Yel 

仅 有 有 限 组 解 X， 了 了。 

这 个 定理 在 证 明 高 次 丢 番 图 方程 仅 有 有 限 个 解 时 ， 也 是 
一 个 得 力 的 工具 。 
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解 三 次 簿 番 图 方程 是 -一 个 十 分 困难 的 问题 ， 即 使 对 于 方 
程 w=x*+hk《& 给 定 ) 也 是 如 此 。 然 而 ， 在 丢 备 图 分 析 ， 
代数 数论 和 编码 理论 等 领域 中 要 用 到 不 少 类 型 的 三 次 丢 番 图 
方程 的 结果 ， 这 就 迫使 我 们 米 研究 三 次 丢 番 图 方程 的 一 些 基 
本 类 型 的 解法 。 


9 1 方程 ey:=ax*+bx?+cx+d，a 坟 0 


给 定 整 数 4，5，c，d 和 ee (这 里 a 夺 0》 ， 我 们 来 研究 方 
程 
ey”=ax + bx tex+td (1) 
的 整数 解 。 以 81le 嫌 (1 ) 的 两 端 ， 记 := 9ey，x'=3X， 
则 〈1) 化 为 。 
vi2=(3ae)xis+(9be)xi2+(27ce)xi+(8lde)。 
令 1=86aeyi，s=3aexi+3pe， 则 上 上 式 又 化 为 
1?=g1s*—- gs— gs, (2) 
其 中 g,=4, gs,=108e*(b* 一 3ac) 和 gs =108e*(b? -27a?d— 
30)。 在 〈2) 的 两 端 同 乘 g， "得 
U2 = Av—, (3) 
这 里 4= g,!，v= g1s 是 变 元 ，;= gi1g: 和 和 ;= g,*g， 十 给 定 
的 。 这 样 ， 以 下 不 失 一 般 可 仅 讨 论 方程 (3〉 的 解 , 且 设 4， 
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7 不 能 同时 为 零 。 
I .车 看 14=0。 此 时 〈3) 化 为 著名 的 Mordel1l 方 程 
42 = 一 7，7 计 0。 (4) 
Baker1 用 他 的 有 效 方法 证 明了 方程 (4 的 所 有 整数 解 4， 
4 均 满足 
max( lal ,lo| )<exp(10° ly| 104), 


这 里 exp(s) =e*， 后 来 ，Stark 在 1973 年 又 改进 了 Baker 的 
后 果 ， 和 到 
定理 1 方程 (1) 的 所 有 整数 解 心 v 均 满足 


max(ldl, lv| )<exp (cln| '*'), 

这 里 对 Ve>0，c=c(e) 是 可 以 有 效 确定 的 。 

这 个 定理 虽然 给 出 了 方程 (4) 解 的 绝对 值 上 界 ， 但 对 给 
定 7 给 出 方程 (4〉 的 全 部 解 仍 有 困难 。 正 因为 如 些 ， 对 具体 
7 给 出 方程 (4》 的 全 部 解 就 成 为 一 件 重要 的 事情 。 

列 用 简单 同 余 法 ， 可 以 得 到 方程 (4) 无 解 的 一 些 简单 结 
果 ， 例 如 ， 设 

1) 7=40* 一 (40-- 1)*，a 不 含 48+ 3 形 的 素 因 子 ， 或 

2) 7=(2a+1)2- (40+2)3，2a+1 不 含 48+3 形 的 素 
因子 ， 或 

3) n=4*+26:, 4a=4, 6(mod8), b=1(mod2) 且 0 
不 含 8R+ 5 利 8R+7 形 的 素 因 子 ， 或 

4) n=0° 206:, a 二 2, 4(mod8), .6 圭 1(mod2) 且 6 不 
含 8R 士 3 形 的 素 因 子 ， 或 

5) 7=a3s-30:，a=1(mod4)，5 三 土 2(mod6) 有 日 6 不 
含 128 士 5 形 的 素 因子 。 则 方程 (4) 均 无 整数 解 。 

现在 给 出 在 3) 和 5) 时 方程 (4) 无 整数 解 的 证 明 ( 其 余 类 似 
可 证 )。 在 8) 时， 由 假设 知 ”? 三 2(mod8)。 因 此 如 果 (4) 有 解 , 则 
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给 出 2+4v。 于 是 对 (4) 取 模 8 得 1 三 v 一 2(mod8)， 即 v 二 
3(mod8)， 这 样 就 有 v 一 a 三 7，5 (mod8)。 于 是 对 方程 (4) 
取 模 v 一 a 得 (注意 7 =a? + 246?) 

4 ~ 2b:(modv ~ a)。 (5) 
出 于 v 一 a 二 5，7(mod8)， 故 必 有 素数 p 硅 5，7(mod8) 使 得 
p lv 一 a。 由 4 不 含 8k+ 5 或 88+7 形 素 因子 知 ，p+6。 于 是 


《5) 给 出 
1 (2 )= (1 )(2)=-, 
这 不 可 能 。 


在 5) 时 ， 由 于 7=as- 302=a(mod3)， 故 (4) 给 出 
0 兰 G， 4+1Cmod3)。 

如 果 v 三 a(mod3)， 则 v= 二 as (mod9)， (4) 推出 42 三: 
36? 三 3(mod9), 此 不 可 能 ,如 果 v 三 a +1(mod3); 则 v?+av+ 
‘4g? 三 1(mod3)。 又 由 =a 一 36: 二 1(mod4) 知 ， (4) 给 
出 vz 三 1(mod4)， 故 v? +av+a’: 三 3(mod4)。 从 而 v7?+av+ 
a 三 7(mod12)。 故 对 (4) 取 模 v? + ao +a:* 得 

u*=3b:+vs—as=3b:(modv’? +av+a’?),。 《6) 
由 v?+av+a’: 三 7(mod12) 知 ， 必 有 素数 p 三 土 5(mod12) 满 
是 p lv?*+av+a*， 且 由 6 不 含 12& 土 5 形 的 素 因 子 知 p15。 于 


是 (6) 式 给 出 1=( 闻 -)= (3)= -1 这 也 不 可 能 。 


按照 以 上 思路 ， 可 以 用 简单 同 余 法 证 明 较 为 一 般 的 结 
论 。 例 如 对 7 = as kb:， 方程 (4) 化 为 
12 一 RD2=D2 一 as。， (7) 
通过 对 ao，6 和 8 的 一 些 假设 条 件 ， 使 得 0 一 a 或 oz +av+a? 含 
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有 某 奇 素 因子 pb，D+6《， )} = 1， 则 对 这 些 假设 条 件 而 


， 《7) 无 整数 解 。Mordell 2 证 明了 
定理 2 设 7=ka 一 kb:， 这 里 a,b,k 满足 以 下 三 个 条 


2 
各 


1》 a==3(mod4), b=0(mod?2); 
2) Rs3(mod4》 无 平方 因子 ，(R，b) =1， 且 当 有 R 三 2 
(mod3) 时 D 关 0(Cmod3); 


3) 2 和 6 没有 共同 的 素 因子 p 满足 ] = ~ 1 ， 则 方程 


(4) 无 整数 解 4，p。 

有 些 形 如 〈4)》 的 方程 是 有 整数 解 的 。 例 如 早 在 1621 年 ， 
Bachet 就 发 现 方程 4 = oz 一 2 有 整数 解 4= 土 5，v = 3。 
Fermat 曾 要 求证 明 这 也 是 仅 有 的 整数 解 。 后 来 ， 忆 uler 给 ! 
J 一 个 错误 的 证 明 《参阅 [3]) 。 下 面 我 们 将 看 到 ，Fermat 

要 求证 明 的 结论 利用 代数 数论 方法 能 够 十 分 容易 地 证 明 ， 而 
县 更 一 般 地 有 

定理 3 设 7>1 无 平方 因子 ，7 反 2 或 1(mod4)。 各 果 二 
次 域 Q (二 7 ) 的 类 数 不 被 3 整除 , 则 方程 〈4) 有 整数 解 的 
充分 必要 条 件 是 7 具有 3t? 土 1 的 形状 。 并 且 如 果 7= 3 
则 G4》 仅 有 解 为 4= 土 1(1? 一 37)，v = 搓 十 7 EE 

证 显然 w=3t? 土 时， (4) .有 解 w= 土 +(1? 一 37)， 
v=t? 填 n。 下 面 我 们 证 明 如 果 方 程 (4) 有 解 , 则 nm 具有 31? 土 1 
的 形状 ， 且 当 w= 3f? 土 1 时 (4) 仅 有 解 v=t?+n ，4= 土 
i(t? 一 37)。 为 此 ， 我 们 在 二 次 域 Q (WV -7 ) 中 来 考虑 方程 
(4) 。 

如 果 方 程 (4) 有 解 ， 则 v=1(mod2) 且 (oo，7) = 1。 由 
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(4) 得 理想 数 方程 
Catv] th- = (8 
由 于 7 三 2 或 1(mod4)， 故 -7 二 2,3(mod4), 因 此 日 (一 放 ) 
中 的 整数 为 f+ sv 一 F(t，s EZ)， 单 位 数 为 土 1。 现 在 证 归 
(Ca+w=-7 ]， La-w-7 ]) = 了 [1] 。 不 然 若 有 素 理想 
Pl(ltatrv on Ia-w 一 7 TD， 则 已 2w-7， 已 ju。 因 
此 VC )14n， 且 NCP) ly?， 而 这 不 可 能 。 故 由 《8 ) 给 出 
[at+v -ny = .4s, (9) 
这 里 4 是 Q(w-7 ) 的 某 些 理想 数 。 因 为 二 次 域 Q(w -my 
的 类 数 不 被 3 整除 ， 因 此 4 是 一 主 理想 数 ， 故 〈9) 式 给 出 
Ut- =+ (t+tsv -ny )3， 
v=N(A)=1:+ns’。 
由 此 得 出 
1=+s(3t— ns), 4= +i(t:— 378:), =1? + 8’, 
故 由 第 一 式 给 出 s= 七 1， 因 此 7 =3f? 土 I，4= 土 1(12 一 37)， 
= 上 +71。 证 毕 。. 
在 定理 3 中 取 ?= 2，13 时 ， 由 于 h( - 2)=1， 人-19) = 
2， 故 得 
推论 方程 4? =v: -2 仅 有 整数 解 5= 士 5， 2 = 3 方程 
=v3 一 13 仅 有 整数 解 4= 土 70，v = 17。. 
定理 4 设 - 7>1，7 无 平方 因 了 于 ，7= 三 2 或 1(mod4)， 
二 次 域 Q(w 一 7 的 类 数 不 被 3 除 尽 。 再 设 x* +ny?=1 的 基 
本 解 为 e= xn +yow 一 7 ， 则 方程 (4》 有 整数 解 推出 
Xo(3c20 一 1083) 土 yo(as — 37a0*) =1, 《10¥ 
这 里 6，t 是 某 些 整数 。 
证 改写 方程 (4) 为 Q(w-?7 ) 中 理想 数 方程 . 


[atv -ny FE-w-7 =[o]s。 
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由 定 二 3 的 汉 映 可 得 


由于 QC 一 9 ) 的 类 数 不 被 3 除 尽 ， 故 上 式 给 出 女 是 一 个 主 
理 起 ， 于 是 若 

ut =p (t+sv 一 人) 2=0， 十] (11) 

0=f +ns,, 

其 中 6 是 Q (ww -2 ) 中 的 全 本 单位 数 。 这 里 不 妨 取 p = = 
x+ yuv 二 ， 因 为 如 果 N(O)= ~1, 则 p=esp= 人 2， 
而 p ?可 以 并 入 括号 、 于 是 (41) 给 出 

ut =e (t+sw-7 )s 1=0, +1。 (12) 
当 #= 0 时 ， (12) 给 出 9=3t?+1, 但 -n>>1 ， 故 不 可 能 。 
而 2= 土 1 时 ， (12) 给 出 (410) 式 。 证 毕 。 

推论 1 设 7"<0，Q (-? ) 的 类 数 不 被 3 除 尽 7 到 2 或 
1(Cmod4)。 呈 设 z+023= 1 的 基本 解 为 se=xe+yow=9 。 
则 当 ? 二 ~- 4 (mod9)，>e 二 0(mo19) 或 ?二 2(mod9)，yo 王 
土 3(mo39) 时 。 方 程 〈4) 无 整数 角 。 

证 由 定理 4 利用 简单 同 余 法 即 得 。 

由 推 沦 可 推出 当 = -7，- 34， 一 58， 一 70 .等 时 方程 
(4) 均 无 整数 解 。 . 

现在 我 们 考虑 二 次 域 Q (Ww ~ ) 的 类 数 有 (~) =0 
(mod3) 的 情形 。 设 7 三 2 或 1(mo:i4)，7 无 平方 因子 ， 且 
1 人 mod9)。 由 定理 3 的 证 明知 (4+ -7:4- 一切 = 
1， 故 《4)》 给 出 1 1 

[sgt -n= AA, [4-v ~-nl=B’, [v= 4B8。 | 
设 C 是 4 的 道 类 中 的 理想 ( 即 4C=[a+bw 一 n ] 为 主 理想 
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数 ) ， 则 
Cut vr -n= (AC) = [a+b vw-n]’, 
这 里 a，6 是 有 理 整 数 。 由 此 可 知 
C3=[F p+gqg vv-n], p+yaq*= N(C) =n’, 
这 里 p，g 是 有 理 整 数 。 于 是 有 理想 数 方程 
nu+ vn]=ptp- qv -retbv mn, (13) 
这 里 p 是 Q@ (vn) 中 的 单位 。 如 果 7>0， 虽 p 可 取 1， 如 
困 7 二 0,， 则 p=1，e，e 1, 这 里 e=xo+yow-7 是 Pell 方 
程 x?*+ny?=1 的 基本 解 。 至 于 n 的 取 值 ， 当 C 是 一 个 主 理想 
数 时 ， 可 取 n = 1;， 当 C 是 一 个 素 理 想 数 时 ，+n 将 是 一 个 素数 。 
于 是 ， 方 程 (13) 可 化 为 关于 XY， 了 的 三 次 方程 
~ aXs+3a XY +3a0 XY +a.Y :=ai, (14) 
利用 简单 同 余 法 可 证 明 在 某 些 条 件 下 ， 方程 (14) 无 整数 解 。 
对 于 7>0，7=-1mod8)，7 六 7 和 ARC- 7) =3 的 情形 ， 
我 们 有 
定理 5 设 7)>0，0=- 1(mod8)，7 专 7 且 7 无 平方 因 
子 。 再 设 h( 一 7) = 3， 则 方程 (4) 无 21o 的 整数 解 。 
证 在 )>0，7=- 1(mod8) 时 ，Q (vw -7 ) 的 整 底 是 


了 @ (这 里 o= Ht), 我 们 有 2 的 理想 数 分 解 为 


[2]=f[L2，1+o]jL2,1+o = AB, 
这 里 o7 是 @ 的 共 罗 。 由 于 对 整数 c，28 有 
2 二 (a+bo)(a+bo’), 

(这 是 因为 2= (a+bwm)(a+be') 推出 8= (24a+6b)? +nb’， 
而 ny 寺 7， 故 8 三 (2a +6)*+1b?), 故 4A,B 均 不 是 主 理想 数 。 
如 果 方 程 〈4) 有 21o 的 整数 解 ， 则 由 A 三 B 知 (w+ 一 7 ， 
4- w-7 )=2。 于 是 由 方程 (4) 给 出 
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Ia+w-7 J=[2]AD’, 


贸 为 九 : 是 主 理想 数 ， 而 4 不 是 主 理想 数 ， 故 上 式 不 成 立 。 

推论 2 设 7=a:z+63>>0，、0 关 1(mod4)，a 无 48+3 形 
的 素 因子 。 且 设 7 三 一 1(mod8) ,7 无 平方 因子 和 AH -7) = 3， 
则 方程 〈4) 无 整数 解 。 

证 由 定理 5 知 , 只 要 证 明 方程 (4) 无 2to 的 整数 解 。 
在 2+vo 时 ， 由 于 7 三 -1(mod8) ,所 以 o 三 3(mod4)。 现 把 (47 
改写 为 

ut+a=v -b=(v-b)(v: +vb +b’), (15) 
由 于 5 三 2，3 (mod4) 时 ，z2 +vb+b* 二 3 (mod4)， 6b 二 0 
(mod4) 时 ，v 一 bs3(mod4)。 故 在 2 关 1(mod4) 时 ，(15) 
式 不 成 立 。 证 上 毕 。 . 

利用 三 次 剩余 特征 也 可 以 研究 方程 (4 ) 的 无 解 性 。 例 


2 三 二 一 一 2 2 。 3 、 一 二 2 
如 利用 (2 1 ,=1< 过 p 7 十 27s :人 1 专访 4p =r?+ 


243s2，HailL4 证 明了 

定理 6 设 7= ~2a? +36*，ab 专 0, a 关 1(mod3)，5b 半 
0(mod3)， 且 当 b 二 0(mod2) 时 ，a 二 1(mod2)。 如 果 2 是 奇 
素数 p 二 1(mod3) 的 三 次 剩余 , p1a， 则 方程 (4) 无 整数 解 。 

定理 7 设 7= 4a?+36’,ab 志 0,， a 震 0， 2(mod6)， 
5=+ 上 1Cmod6)， 且 a 没 有 38+1 形 的 素 因子 。 则 方程 (4》 没 
有 整数 解 。 四 

定理 8 设 7= ~ 3a? +3b?， as—b: 关 0(mod3)，, 且 b, 
b+ (1+w) 中 的 每 一 个 均 不 被 3 整除 ， 或 被 3 整除 但 不 被 9 整 
除 、 则 方程 〈4) 无 整数 解 。 
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还 有 一 些 形 如 《4) 的 丢 番 图 方程 ， 解 决 起 来 号 很 玲 的 。 
例如 ， 下 面 丙 个 定理 的 证 明 部 用 到 Baker 的 在 效 方法 ， 且 计 
算 也 较为 复杂 。 

定理 91;i 于 番 效 方 程 y?+28=x: 仅 有 整数 解 (x,y) = 
《4， 土 6)，(《8 土 22) 和 和 (37， 寺 225)。 

定理 10'! 于 番 网 方程 v* +999=x” 仅 有 正 整 数 解 
CX,V)= 10 1) 12， 二 27》， 40, 251), (147, + 1782), 
(174, + 2295) 和 (22480, .3370501)。 

定理 10 完 整地 回答 了 Stolarsky( 的 一 个 问题 。 下 面 我 
们 来 证 明 ， 除 x =147，% = 土 1782 外 ， 方 程 v: + 999= xs 可 
化 为 

-A4XY?:+2Y?=], (16) 
我 们 要 用 到 ne 的 一 个 结果 。 | 

定理 11 设 K =kf°，& 无 平方 因子 ， 且 (ff ，x*) 无 三 次 
方 因子 。 如果 2f 售 有 r 个 不 同 素 因子 bp, (= 1，…，7)， 在 
Q (wk) 中 p;=P;P', 且 Q(B ) 的 类 数 h(8) 关 0(mod3)， 
则 方程 y* -hf? = x 的 所 有 整数 解 可 由 下 式 得 到 ; 

Hp (rytfvVh)= HP A=pBA’, 
这 里 hh =0 或 使 P; 是 一 个 主 理想 数 的 最 小 正 整 数 ， 且 考虑 
所 有 这 些 值 的 组 合 。 当 有 h; = 0 时 ， 我 们 令 g,=0; 当 有 ,>0 
(因此 h#0Cmod8)) 时 ， 如 果 h; 三 1(mod3), 则 令 g; = 有 ;一 
2， 且 如 果 h; =2(mod3), 则 4q,=h, 1。 这 里 4 是 Q(VE) 
中 的 整数 。 如 果 R>0， 则 p = leye-!， 这 里 es 是 Q(v 万 ) 的 
基本 单位 。 如 果 R< 0 且 Rs3， 则 p=1， 而 &= 3， 则 po = ] 或 
1+w/ -3 
一 人 一 。 

现在 ， 对 方程 y* +999= x*, 有 K = -999= -111.32， 
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故 / =3, 页 = 一 111。 央 为 -111=1(mod8), 在 Q(w -111) 
中 有 [23]= PP。 山 于 QQ (、 一 11 的 类 数 有 (一 111) = 8， 
全 

28 = (E13)(s 二 YY- 111.) 
是 2 分 解 为 两 个 主 理 想 乘 积 的 最 小 寡 。 央 此 ， 册 定理 11 知 ， 
方程 v +999 = xs 给 出 如 下 的 两 种 情形 : | 


，» Ti 8 、 

y+3 111 = i), a 

L111 is 

128 (y+ 3 —111 )= (+3 ) 1) 。 


(18) 
在 〈17) 时 ， 给 出 
a*b 一 3763 =8， 推 出 a=12,，6= 一 2 - 
故 给 出 x =147，y = 上 1782。 而 〈18) 式 推出 
a +5a:b— 333ab’ 一 18508 =2048。 
令 a= 久 + 了 YY， b= 了， 则 
XI+8XY — 320XY’:— 512Y ?=2048。 
由 此 知 半 三 0(mod8)。 兴 用 8 半 换 ， 则 有 
Xs+RV -5XY -Y=4, 
注 用 半 + 了 换 ，Y 用 让 换 ， 则 上 式 给 出 
XS+A4XY?I+Y:=4, 
由 此 推出 了 三 0(mod2)。 故 用 一 半 换 守 ，2 了 横 丫 ， 上 式 即 
为 (16) 。Steiner 用 了 十 分 完 长 且 不 是 初等 的 方法 证 明了 
(16)》 式 仅 有 整数 解 (X, 了 )=(-1, -1)，(1,0)，(1)1)， 
(-5,-3) 和 《〈-31,14)。 在 第 三 章 $ 4 的 习题 中 ， 我 们 给 
出 了 用 p-adic 方法 证 明 的 提示 。 此 外 ，Ljunggren'”! 还 证 
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明了 方程 y* +7= x? 仅 有 整数 解 (x,y) = (2, 土 1) 和 (32， 
土 181)， 方程 y: -15=x%xs 仅 有 整数 解 (x,y) = (1, + 4)。 
Nagello 证 明了 y? =x?+17 有 8 个 整数 解 (x,y) = (一 ]， 
4),(—2,3), (2,5), (4,9), (8,23), (43,282),(52,375) 
利 (5234，378661) 。London 和 Finkelstein0lll 完全 解决 
了 27=18，25，100 的 情形 。 这 样 由 定理 9 便 知 Il 委 100 全 部 
得 到 解决 "'， 还 有 一 些 结果 见 [12]。 
现在 设 (3) 中 4 志 0 

定理 12 设 (3) 式 右 端 不 可 能 分 解 为 (Au+B)?*(Cu+t 
号 ) 的 形状 ， 则 方程 (3) 最 多 只 有 有 限 个 解 。 

但 是 ， 要 求 出 (3 ) 的 全 部 解 来 ， 即 使 对 于 给 定 系数 的 
Wb, 例如 ，Lucas 曾 经 问 ， 方程 

=x(x+1)(2x+1) (19> 

是 看 仅 有 攻 数 解 (,) C0 0) (—1,0),，(1, 土 1)，(24, 
土 70)? 过 了 很 长 时 间 才 由 Watson'' 3 在 1919 年 利用 椭圆 醋 
数 给 出 了 肯定 的 回答 。1952 年 ，Ljunggrent! 1 利用 四 次 扩 
域 中 的 Pell 方 程 又 给 出 了 一 个 证 明 。Mordell 问 ， 能 否 给 出 
一 个 初等 的 证 明 ? 1985 年 , 马 德 刚 '' 5 , 徐 党 玉 和 曹 珍 富 69 分 . 
别 独 立地 解决 了 这 个 问题 ， 他 们 用 初等 的 方法 证 明了 

定理 13 ” 丢 番 图 方程 〈19) 仅 有 整数 解 (x,y) = (0,0)、 
(-1,0)，(1,+ 夺 1) 和 (24，, 土 70)。 

证 除开 (x,y)=(0,0),。 (一 1,0) 外 。 只 要 证 明 方 程 
《19) 仅 有 正 整 数 解 (x,y) = (1,1) 和 (24,70)。 由 于 《x(%+ 
1)，2x+1)=1， 才 (19) 给 出 

X(XYT+1)=2317，2X+1=3ys2，y= yy (20) 
或 

XxX+1)=6Y,", 2%+1= ya y= yiyso (21)- 
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由 《21) 给 出 ys 一 6(2y1)* = 了 7， 束 知 ， 此 方程 仅 有 正 整 数 
解 v=10，ys=7 (参阅 第 七 章 ) ， 故 给 出 方程 (19》 的 正 
整数 解 x = 24，»=70。 现 在 我 们 用 递 推 序列 方法 证 明 (20) 
仅 有 正 整 数 解 x=1]，y =1。 册 (20) 的 第 二 式 显 然 x 寺 2》,”， 
于是 (20) 给 出 
X=Yyal, LY+1l=2%, 2X+1= 3V,’, 
耐 这些 方程 给 出 严 希 图 方程 组 
2ys:—-3V. = 一 1， 
(22) 
4ys ~ 3y2” =1o 
由 《22》 的 第 二 个 方程 可 得 
(6ya2+T1)2 一 3(4ysw) =] 
利用 Pel! 方 程 的 解法 〈 人 参见 第 五 章 ) ， 有 
6y2 +1+4ys yr 3 =(2+w 3 了 3) ，H3>0。 (23) 
令 U t+Fv3 了 =(+w3) e=2+V3, e=2-V3, 
则 (23) 给 出 


6y2*+1=U,= 和 1 之 0。 
于 是 由 (22) 芍 第 一 个 方程 得 Avs:=6v,*~-2=U,—3, 即 
4ys:=U,— 3o (24) 


下 面 通过 对 U,，V ,的 一 些 手 质 的 讨论 ， 证 明 (24) 仅 有 解 
ys2 = 1。 首 完 直 毛 狂 证 可 有 如 下 的 关系 
Ursin =U,U, +3V Vn, 
Virmn= Un .+VnU,s 
U.,.=U,, V.:=~—V, 
Us,=U.*+3V .=2U.,2—1 
=6V ,+1, Vin=2U ,TY,, 
由 此 可 推出 
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UsETCnodF) rs-UCmodD ，)， 
进而 有 
UsriU(mody,), Usri=(~1)'U, (modl,)e。 
(25》 
由 se=2+3 了 3 可 得 递 推 序列 
Dr=4DU 一 大 《26》 
且 经 简单 计算 有 下 表 ;， 


表 1 
各 0 1 2 3 4 5 6 10 
Un 1 2 7 26 97 382 1351 262087 
Vs 0 1 4 15 50 209 780 151316 
Un(lmoed:s) 1 2 2 + 2 2 :4 2 
Ur(modg) 1 2 -1 2 1 2 一 1 
Ur(mod3) 1 一 1! 1 一 1 1 一 1 1 
Vi(modg) 0 1 4 一 1 0 1 4 


现在 ， 我 们 分 6 种 情况 来 讨论 : 
(co) 车 mn 大 1(mod2)， 则 (24) 不 成 立 。 这 是 因为 在 
nn 三 1(mod2) 时 U, 三 0(mod2)。 
”G6) 车 n= 二 0 (mod20)， 则 (24) 不 成 立 。n=0 时 
(24) 显然 不 成 立 。 设 nn 硅 0，n=2.5.2 和 %，t 汪 1，248， 则 
由 (25) 式 知 U ,三 UolmodUs)。 故 车 《24) 成 立 推 出 
4ys:==Uo -3= -2(modU;s), 


但 1811Us，181 = 5(mod8)， 因 此 上 式 给 出 La)= 


(二 六 -1 的 矛盾 结果 。 
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《c) 车 n 三 +2C(mod20)，n 寺 2， 则 (24) 不 成 立 。 不 
然 , 可 写 x= 土 2+20s=. 士 2+2.Ro51, 这 里 8=24t21，241。 
于 是 (25) 给 出 U0, 三 -Us(modUi)， (24) 给 出 

4ys’ 三 ~ U3=—10(modU;), (27) 
如 果 ! 汪 1， 则 =2' 三 0(mod4)。 由 玉 1 及 (26) 式 知 Ui; 三 
1(mod8)， 故 由 (27) 并 注意 表 1 滞 


0) 


这 不 可 能 。 
到 果 t=1, 则 4 = 上 2+2.10.1,2+1。 先 看 =2+2.10.1 
此 时 U .=6V1i01+1 二 1 (mody 14161); 而 1+10!=3 
《mod4)， 由 表 1 及 《26) 式 知 这 1 .14061 三 -1(mod8)。 直 
接 对 〈24) 取 模 I, ,16; 得 
4ys 1~3= -2(mody ,1,101), 
此 给 出 1= (一 2--) = -1 的 矛盾 结果 。 
Vi 107 
青 看 n= -2+2.10 必 1， 此 时 UU, 三 ~- Us(modU ;1)， 出 
21==2(mod4) 知 U;, 二 ~-1(mod8)， 故 (24) 给 出 
4%3* 三 -Us,—3= -10(modU ,,), 


人 (人 
由 均 1 及 (26) 式 ， 车 [=0(mod3)， 则 ( 写 : 站 =1, 与 (28) 


式 矛 盾 。 | 
若 [ 二 1(mod3), 则 U ,= Ustzi01= 妇 16 因 为 U ,二 
1(mod5)， 故 对 〈24) 取 模 5 知 无 解 。 


屏 28》 
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车 1 三 2(mod3), 令 1=3s+2， 则 = -2+2.10.(3s+2) 
=2+4(15s +9) =2+2.* 忆 ra，2+4a，=2'。 出 于 241， 履 扒 
出 !>1， 因 此 与 (27) 式 类 似 讨论 知 G20) 此 时 不 成 并 。 

(d) 落 nn 三 +4， 土 8(mod20)， 则 (24) 不 成 芯 。 这 


是 因为 二 0(mod4) 时 U ,三 1(mod8)， 故 对 624) 取 模 8 知 


无 解 。 
(Ce) 游 n 三 土 6(mod20)， 则 (24) 不 成 立 。 不 然 ， 令 
nn 二 二 6+20,1， 则 有 UU ,三 t+ UelmodU ,so)， 于 是 (24) 式 
给 出 
| 4.337 
4vs :三 二 Uo-3= ， (modU ,0), 
\ -2.677 


但 从 表 1 知 Vis = 262087; 故 容 吻 验 算 (全 337 7 ) = (B77) 


10 
= 一 16 

《1) 车 n 三 10(mod20)， 则 (24) 不 成 立 。 首 先 n= 10 
不 成 立 ， 所 以 设 n=10+201=2 (5+101)， Ix0, 车 [=1 
《mod2)， 则 5+101 二 3(mod4),， 邦 Vs.1,1 三 -1(mod8)。 
所 以 〈24) 给 出 

.4y32= (6V 301+1)~3= -2(mody ;,101), 
此 不 可 能 。 

车! 三 0(mod2)， 设 /=2k, 则 n=10+40&k=2+8(1 +5k)》 
=2+2.2 ca，2+d ，5S 实 2。 于 是 U ,三 -U,(modU,:), 
(24) 式 给 出 

4ys3’* 三 ~-U,-3=—-10(modU ,;)。 
但 由 于 s>1， 故 由 〈27) 的 处 理 知 ， 这 是 不 可 能 的 。 

由 (co) 一 (六 知 ，《〈24) 成 立 仅 当 2 = 2， 给 出 ys: = 1。 

于 是 知 (22) 仅 有 正 整 数 解 y, = 1， ys3=1, yi4=1, 给 出 方 
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程 〈19) 的 正 整 数 解 x=1，yY=1。 证 毕 。 

1963 年 ，Mordell52 证 明了 丁 

定理 14 方程 

y(y+1)= XxX(%+1)(xX+2) (29) 

仅 有 整数 解 x = 一 1， 一 2，0，1，5。 

由 于 (29》 在 分 别 用 x，y 代 2x +2，2y+1 后 ， 可 化 六 

2y*=X?~— 4xX+2, (30) 

故 只 要 证 明 方程 〈30) 仅 有 整数 解 x = 0， 一 2，2，4 和 12。 
设 0 是 满足 0 -40+2=0 的 实数 ， 在 三 次 域 Q(0) 中 ， 我 们 : 
有 : 

(a) 整数 是 CC+p+tc0:， 这 里 ago，p，cEZ 

《0) 有 两 个 基本 单位 数 e=0-1，7=20-1 

(c) ”由 于 QC(9) 的 理想 类 数 为 1， 故 QC9) 中 整数 唯一 
分 解 定理 成 立 。 

注意 到 2= 60*， 这 里 6 是 一 个 单位 数 旦 0 是 Q(9) 中 的 素 
数 。 于 是 〈30)》 可 化 为 

(x—0)(x*+0Ox+0—4)= £0 Yy?, 

从 而 

XxX-—-0= +0(40- 3)"e'n"(a+b0+c0’)’, 《31》 
这 里 # 宇 0，!，m 是 整数 。 对 〈31) 讨论 可 给 出 方程 (30》 
仅 有 整数 解 x= 0，- 2，2，4，12。 

此 外 ， Avanesov 18] 证 明了 Sierpinski 的 一 个 猜想 ， 队 

定理 15 方程 

237y+1) XxX+1)(xX+2) 
2 6 

仅 有 正 整 数 解 4= 1,10,120,1540 和 7140。 

1971 年 ，Ljunggren!' 1 还 完满 地 回答 了 Mordell 的 一 个 
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河 题 。Mordell 问 ， 方 程 
Gy’*= (x+1)(x:— Xx+6) (32) 

是 否 仅 有 整数 解 X= 一 1,0,2,7,15,74? Ljunggren 证 明了 

定理 16 方程 (32) 仅 有 整数 解 是 x= 一 1,0,2,7,15， 
74 和 767。 

Mordell 2"1 对 于 方程 (1) 的 较为 一 般 的 情形 ， 使 用 简 
单 同 余 法 还 证 明了 一 些 结 果 。 

定理 17 设 a 二 0，5，c 是 整数 ，d 是 奇 的 日 没有 4&+ 3 形 
淡 因 子 。 则 方程 

Vi=2ax3+(6~-2a0—-2c+80)x*+ocx—u’ (33) 
的 整数 解 满足 x 二 0，x 三 3(mod4)。 如 果 c=1-a+20,d?= 

1，a>0，3a>]1+b， 则 方程 (33) 仅 有 整数 解 (x,w) = 

(~-1,+1) 如 果 0=3e+1，c=5a+3，d2=1T，a>0， 刚 
方程 (33) 仅 有 整数 解 (x,y) =(-1,+1) 和 (= 昌 ) 土 13)。 

“证 ' 如果 x 三 0Cmod2)， 则 由 2+d 知 (33) 给 出 y* 三 一 1 
(mod4)， 而 这 不 可 能 。 如 果 x 三 1(mod4)， 则 对 (33) 取 
模 8 得 

yy’ 三 2a01+ (6—-2a—-2c+8b)+2c~ 1 三 5(mod8), 
此 也 不 可 能 。 于 是 x 三 3(mod4)。 由 于 (33) 给 出 w= 一 qd? 
(modx)， 邦 在 x>>0 时 有 奇 素数 p 三 3(mod4) 使 得 p|x，w? 
三 ~-d?”(modp)。 由 d 不 含 48+ 3 形 的 素 因 子 ， 知 prd， 于 是 
有 1= (二 人 =- (二 1 ) = -1 矛盾 。 这 就 证 明了 <0。 

如 果 x 和 -5， 则 在 c=1~a+26,d?=1,3a>1+b(a> 
0) 时 易 知 

(x+1)(2ax2+ (4—2a+46)%x—2)<—1, 

此 给 出 y*<0， 这 不 可 能 。 干 是 X= -1，y = +1。 在 6= 3a+ 
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1，c=5dat3，cd2-=1(a>0) 时 ， (33》 化 为 
32=2cx3+(12a+8)x + (10a+6)% ~ 1 (34) 
设 < 志 一 9， 让 号 (34) 为 
y2—~1=(xt+1)(2ax: + (10a+ 8)x ~ 2), 

如 和 中 a>1， 即 9e>5a+4， 则 有 ax2?+(5a+4)x 一 1 之 0， 击 
此 知 上 式 给 出 y*< 之 09， 这 不 可 能 。 如 果 a = 1， 则 (34) 给 出 
Y=2X+20%:+16xX— 16 
由 汉 一 1《mod3) 知 * 夺 一 9， 所 以 x ~ 13。 但 这 对 由 于 

xi0x+8>0， 故 
7y2=2x(x2+10x+8)-1<0， 
仍 不 可 能 。 于 是 0>x> -9。 由 x 三 3(mod4) 知 X= -1 一 5， 
代入 (34) 知 分 别 给 出 y= 土 1， 守 13。 证 毕 。 
最 近 ，Cassels150 证 明了 方程 y?= (YX 1) 3+X3 十 
(x+1)"=3x(x% +2) 仅 有 整数 解 x = 0，1，2 和 24。 


$2 方程 x*+6=Dy"(n=2,3) 


1 。 丢 和 盔 图 方程 x*+b= Dy? 


对 于 丢 番 图 方程 
xs+b= Dy’:, bE{+1,+8} (1 
和 | 
x*+b=3Dy*,，bE{ 土 1， 填 8), (2) 


曾经 有 过 不 少 研究 工作 。 例 如 在 6= 土 ，D = 1 时 ， 方 程 (1》 
化 为 Calalan 方 程 〈 见 第 八 章 ) 的 特例 

xX? 土 1 = y?。 
Euler 星 已 证 明 方 程 x*+1= yy? 仅 有 正 整 数 解 x = 2,%» = 33 
Lebesgue 也 在 1850 年 证 明了 方程 x -1=y’ 无 正 整 数 解 。 对 
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于 较为 一 般 的 情形 ， 1924 年 前 后 Nagellt: 12! 分 别 证 明了 如 
下 的 两 个 定理 。 

定理 1 设 D>>1 且 DD 仅 被 3 或 12&+ 5 形 的 素数 整除 ， 则 
方程 x?*+1= Dy? 仅 有 整数 解 x= 一 1]，y = 0。 

定理 2 设 二 次 域 (wv -DD) 的 类 数 h 满 足 h 去 0 
《mod3)， 风 方程 x 一 1= DDy? 没 有 2+x 的 整数 解 。 

1942 年 ，Ljunggren' 3 进一步 地 证 明了 

定理 3 设 D>>2， 且 DD 不 被 3 或 6&+I 形 素数 整除 ， 则 

《1) 和 “(2) 中 的 八 个 丢 秋 图 方程 总 共 最 多 只 有 一 组 正 整 数 
解 。 

同时 Ljunggren 还 证 明了 方程 x? ~1=23y* 仅 有 整数 解 
X=1，》=0 以 及 方程 x -1=7y? 仅 有 三 组 正 整 数 解 (x， 
y) = (2,1)，(4,3)，(22,39)。Nagell 和 Ljunggren 的 方法 
都 不 是 初等 的 。 ， 

1952 年 ，Ljunggren 用 Pell 方 程 的 初等 方法 给 出 了 方程 
X33 十 1=2y* 的 一 个 初等 解 法 。1972 年 ，Vander Waall 和 
Robert “1 也 利用 Pell 方 程 法 证 明了 方程 x 一 1=2y? 弘 有 整 
数 解 (x,y) = (1,0) 和 方程 x?+1=2y? 仅 有 整数 解 (x,y) = 

(1， 土 1)，( 一 1,0)，(23， 土 78)。 具 有 和 较 大 改进 的 是 1981 
年 柯 召 和 和 孙 药 所 5 和 的 工作 ， 他 们 用 Pell 方程 的 方法 证 明 
了 

定理 4 设 D>6， 旦 DD 不 被 6k +1 形 素数 整除 ， 则 于 番 

丘 方 程 
x 二 1=Dy? (3) 
仅 有 y=0 的 整数 解 。 

上 面 的 这 些 定理 没有 给 出 方程 x: 土 1 = 3y? 的 全 部 解 。 

最 近 ， 曹 珍 定 和 刘 培 杰 "1 用 分 解 因子 法 给 出 了 定理 4 的 更 
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为 简洁 的 初等 证 明 ， 而 且 连 同 刀 = 1,2,3,6 一 起 ， 方 程 《3》 
得 到 了 统一 处 理 ， 即 有 
定理 5 设 DD>0 且 不 被 6&+1 形 素数 整除 ， 则 丢 番 图 方 
程 〈3) 除开 x?+1= y?: 仅 有 正 整 数 解 (x,y) = (2,3) 和 xXx”+ 
1=2y? 仅 有 正 整 数 解 (x,y) = (1,1)，(23,78) 外 ， 其 他 均 无 . 
证 先 讨 论 丢 番 图 方程 
<*—-1= Dy’。 1 (4) 
设 方程 (4) 有 正 整 数 解 x,y。 由 于 (x 一 1,x +x+1)=1 或 
3， 上 且 素 数 p 三 5(mod6) 或 p=2 满 足 p+x*+x+1， 故 由 (4) 
得 出 
XxX—1=Dy,:, x:+x+1=y,’, (5》 
或 
XxX-—-1=3Dy.’, x:+x+1=3y,’, (C6) 
这 里 y:>0，2》s:>0 旧 (yz)=1。 (5) 由 第 二 式 整理 得 
(2%+1) +3=4ya ， 故 2y, 土 (2x++1)=1，2y2 干 (2x+ 
1) = 3， 从 而 y, =1，x= 0 或 -1， 非 原 方程 的 正 整 数 解 。 
对 于 (6) 式 ， 由 x =3Dy,?+1i 代 入 x:+x+1=3y,’ 得 
(2y.)°~1=3(2Dy.?+1)’, 
由 此 得 出 
272 一 1=37s。 232+1=24 2Dy1 2 +1= yy (7) 
或 
2ys~1=3, 2y2+1=3y.’, 2Dy.*+1=ysy,, (8》 
其 中 ys>0，y4>0 且 (sy4) =1。 对 《7)， 由 于 2+y sy 
故 由 
2y2 =3ys°+1=y4 -1 
取 模 8 知 不 成 立 。 对 (8)， 由 前 两 式 得 ys:- 3y42 = -2， 故 
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由 2DDy1*+ 1 yy 得 出 
4Dy1” = 2 V2=2y Vt ya — By 
= (V3~ 1) (ys + 3y4)o (9) 
如 果 2[DD 或 21y,, 则 出 2Dy ?+1= ysy 4 知 ys 二 ymod4)， 
改 (y 一 V1，y3+3y4)=4， 所 以 (9) 给 出 
ys— y= 4D, vs’, ys t+ 3y4=4D, V6’, D=D.,D, 9 
其 中 7 = 22syn ys>>0，yo>0 且 (y ys)=1。 现 由 上 
式 的 前 西式 解 出 
ys=3Diys* +D,ye’, = 万 ys 一 站 2 
代入 ys 一 3y42 = -2 得 
4(D,y6)* ~ 3(D ,ys Dove’)?=1, (10) 
显然 2+ DD，,，。 3+D', 。 由 假设 知 ， 车 D, 放 1, 则 DD， 合 有 6k+ 5 


形 的 素 因 子 p。 但 (了 3)= -1， 故 (10) 给 出 万 ,=1。 于 是 


《10) 化 为 

4ye“—3(Dys?+ ye’)*=1, (11) 
我 们 将 在 第 七 章 证 明 (11) 仅 有 ye =Dys? +ye?:=1， 给 出 
ys 0， 与》 这 0 了 矛盾。 

如 果 2+D 目 2+y,， 则 由 2Dy1?+1=ysy， 知 yy 三 
3(mod4), 即 y: 一 Y,=2(mod 4) 所 以 (>， 一 yd4yys+337.4) = 
2， 故 (9) 给 出 . 
ys— .=2D,y;, y+ ay 2Duyi, D-DD (12) 
其 中 y= ysyo, ys>0, ye>0H Cys, ve) =1, 由 (12) 


解 出 y= 3D1%s*+D,ye? ， y= Dy -Diys? 
2 ” 2 
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代入 ys -3y42= -2 得 


2 2 
(Ds,y0°) -3( Lys ye ) =1. (13) 
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峙 于 2+D， 玫 2+D，， 且 (13) 给 出 3+D，， 故 而 知 D;,=1。 
由 第 七 党 方程 x*~3y?=1 仅 有 整数 解 x= 土 1，y =0 知 ， 


2 2 
3) 给 出 y*=1， ”一 =0， 这 也 不 可 能 。 


与 上 上面 完全 类 似 地 ， 可 以 证 明 方程 x?+1= Dy? 的 结 
对 于 = 土 8， 由 方程 (1) 和 (2) 得 
x* 土 8= Dy*, x?:+8=3Dy:(D>0)。 (14) 
由 定理 3 知 ， 在 妃 放 2 且 不 被 3 或 6k + 1 形 吾 数 整 涂 对 ，(14) 中 
的 四 个 丢 番 图 方程 总 共 最 多 只 有 一 组 正 整数 解 。 因 此 ， 对 某 
DD (满足 定理 3 条件 )， 如 果 找 到 (14) 中 的 一 个 方程 的 一 组 正 
整数 解 ， 则 (14) 便 全 部 得 到 解决 。 例 如 方程 xz -8=55y* 有 
解 X=167，y=291， 故 xs+8=55y? 利 xs 十 8=165y2 均 无 
正 整 数 解 ， 且 方程 x? - 8=55y: 仅 和 有 有 正 整 数 解 x = 167、w = 
291。 
1981 年 ， 柯 吾 和 和 孙 琦 :证 明了 
定理 6 设 刀 >2 无 平方 因子 旦 不 被 3 或 6R+1 形 的 素数 
整除 ， 则 丢 番 图 方程 
X3 二 8= Dy? (15) 
在 吃 去 1(mod4Y 时 仅 有 整数 解 x* 二 2，w = 0， 而 丢 番 图 方 
程 | 下 
xs-8=Dy? (8) 
在 D3(mod4) 时 仅 有 整数 解 x =2，* = 0。 
定理 7 设 刀 >2 无 平方 因子 且 不 被 3 或 68+1 形 的 素数 
整除 ， 则 丢 番 图 方程 
xs+8=3Dy? (17) 
在 D' 冯 11，19(mod20) 时 仅 有 整数 解 x = - 2，y = 0; 而 丢 
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番 图 方程 东信 人 ' 
x—8=3Dy’ (18) 
在 DD 关 1，9(mod20) 时 仅 有 整数 解 x =2，»y = 0。 
现在 给 出 定理 6、7 的 证 明 ， 设 d = DD 或 3D， 先 讨论 方 
程 (15) 和 (17)， 即 有 
Xx*+8=dy’:o (19) 
如 果 21 x ， 则 (19) 化 为 方程 (3) 的 情形 ， 此 时 由 定理 4 知 
仅 给 出 x = -2，y》=0。 如 果 2+x ， 则 (19) 给 出 2+d ，2+y。 
此 时 不 仿 设 x>0，y>0， 由 于 (x +2,x? 一 2x +4)=1 或 3， 
且 如 是 后 者 ， 则 31x*- 2x +4。 因 此 由 号 从 而 d 的 假设 知 ， 
(19) 给 出 
X+2=du’, x:—-2x+4=0, y=uu, 4>0, v>0, (20) 
或 
X+2=3du, x ~—2x+4=30:, y= 3u,4>0,0>0。(21) 
由 (20) 的 第 二 式 得 (x -1 了 ?+3=v?， 由 于 2+x ， 故 此 给 出 
3 三 1(mod4) 的 矛盾 结果 。 现 由 (21) 的 前 两 式 消去 x 得 
3d?u*— 6du’+4=v’, 
由 此 即 得 
v2—3(du’—1)’=1。 (22) 
《22) 是 一 个 Pell 方 程 .熟知 方程 x?* - 3y2 = 1 的 基本 解 = 2 十 
V3， 令 e =2-w 了 3， 则 (22) 给 出 
-2 +e ,dul1=e TE ，s>0 (03) 
2 2 一 8 
因为 2+x 时 (21) 给 出 210， 故 (23) 的 第 一 式 推 得 21s 。 设 s = 
2t，t 二 0， 则 (23) 的 第 二 式 成 为 


da2 -1= “人 {>0, (24) 


vy 


e- 
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因为 -一 4 是 台数 ， 故 e+ =4 | 一“， 因 


2E 一 8 EeE—€ 
此 (24) 给 出 d=1(mnod4)。 故 在 dg = 也 关 1(mod4) 时 ， 方程 
(15) 仅 有 整数 解 X=—2, y= 人 10。 而 在 d = 3DD 时 ， 必 有 DD 三 
3tmod4) ,而 及 我 们 将 证 明 此 时 (24) 还 给 出 D=1,4(mod5)。 


易 知 e*:+ee +e ?=15， 设 n 宇 6， 出 


ee"— er" oid & 0 一 _ {es es 
-i ete) 
6 ee € 一 人 
a a neo Nb 
人 一刀 et — 2 
一 一 -nod15)。 (25) 
一 人 @ 2 一 人 


在 (24) 中 ， 如 果 31t， 则 (24) 给 出 人 但 此 
时 d = 3 已 ， 故 不 可 能 ， 如 果 1 = 34， +1， 全 关 0， 则 南 (24)， 
(25) 得 (注意 qd = 3D) 
3Du’:— 1=2.— i 下 
一 人 @ 
化 仍 不 可 能 ， 剩 下 的 可 能 是 1= 35 +2，t 宇 0, 此 时 由 (24)， 
《25) 得 


e=1l(mod3)， 


出 
人 


61 Molt),:) 
[a 1 —€ ul £ 
3Du:—1= 演 - -mod5)， 
C 一 一 蕊 


此 给 出 (总 ) = 1， 故 万 =1，4(mod5)。 于 是 在 D11, 19 
《mod20) 时 ， 方程 (17) 仅 有 整数 解 x = -2，» = 0。 

闻 样 方法 ， 可 证 方程 (16) 和 (18) 的 结果 。 证 毕 。 

由 定理 5、6 的 证 明 过 程 和 定理 7 可 推出 ,方程 xz- 8= 
XxX 一 8=2y?，x，+8=3y? 和 xs 土 8= 6y? 均 仅 有 y=0 
的 整数 解 。 而 x + 8= 2y: 仅 有 正 整 数 解 x= 4，y= 6。 琵 下 
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x +8=y? 和 和 x? 8= 3y? 没有 解决 。 显 然 方程 xs-8= 3y? 
有 正 整 数 解 = 11，y = 21。 而 方程 x*+8= y* 也 有 正 整 数 
解 (x,y)=(1,3)。， (2,4)，(46,312)。 我 们 米 证 明 
定理 8 于 一 图 方程 
xX —8=3y? (26) 
仅 有 正 整 数 解 x = 11，y = 21。 
证 设 x,y 是 (265) 的 正 整 数 解 ， 则 由 定理 5 知 24x， 散 
由 《26) 得 出 
X—2=9y, Xx tIxX+t4=3y Vy=3y, yy 
2+Y1Y2o (27) 
由 (27) 的 前 两 式 整 理 得 
yi — 3(3y1 ?7 +1):=1, 2+y1»,, 


由 此 即 知 


421 1 
而 2+y 14,3+ 一 和 , 故 (277) 给 出 


jl A 
人 8 
现 由 (28) 的 第 二 式 知 


2 


此 由 第 二 章 87 的 例 1 知 ， 仅 有 < 下 -= Ey v?=1y 


故 t =1， 于 是 (28) 给 出 y, =1， 由 (27) 知 =11，y=21。 
证 毕 。 

利用 方程 Xx“ 一 33*= 一 2， Xx” 一 3y*= 一 2 以 及 x* 一 27y“ 
= -2 的 结果 ，、 可 以 给 出 更 多 的 形 为 x*+b= Dy* (b= 土 8) 
的 丢 番 图 方程 的 解 。 利 用 递 推 序列 的 方法 ， 很 容易 证 明 方 程 
XxX-3Vv:= -2 和 x?* -3y*= 一 2 都 仅 有 唯一 的 正 整数 解 (x， 
> )= (1，1)。 我 们 认为 ， 利 用 递 推 序列 的 方法 (参阅 第 二 
章 87〉 能 够 给 出 在 D>0 昌 DD 不 被 56h + 1 形 的 素数 整除 时 ， 方 
程 (15)、(16)、(17) 和 (18) 的 全 部 整数 解 。 因 此 有 如 下 的 猜 
想 ， 设 喇 >>0 且 DD 不 被 56k + 1 形 的 素数 整除 ， 则 最 多 只 有 有 有限 
个 DD 使 得 丢 番 图 方程 

x? 土 8= Dy’ 

有 正 整 数 解 。 

最 后 ， 由 于 编码 理论 的 需要 ，1982 年 Bremner 和 
Morton!* 9 提出 了 解 丢 番 图 方程 

y*=4cxs+13(c=1,3,9) (287) 

的 问题 。 利 用 代数 数论 和 p-adic 方法 不 难 给 出 (28’) 的 全 部 
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解 。 例 如 ， 在 Q (ww13) 中 分 解 (28’) 式 为 


(2 2 = ex (c=1,3,9)。 (29) 


HEV 13= ei (arb 1 3) ， k=0, 士 1， 《30) 


这 里 e = -是 (ww13) 的 基本 单位 数 ，a,b 是 有 理 整 


数 。 在 c= 3 时 ，(29) 给 } 


3 十 /1S 13\3 
TV I(ro tt) ,k=0,+1, (31) 


而 在 c= 9 时 ， “(29) 给 出 
y+w13 if 1 土 V13Y? 1+wv13\s 
2 (人 (are 2 人 ? 


R=0， 土 1。 (32) 

对 (30)， 在 &= 0 时 显然 不 可 能 ， 而 在 &=1 和 -1 时 分 别 给 出 

as+6a2zpD+15ap2+1103=1， (33) 

as— 3ab+6ab ~ b= 1 (34) 

在 (33) 和 (34) 中 分 别 令 (X,Y) = (a+26,0) 和 (a- 6b,b)， 

则 都 可 化 为 
Xt+t3XY’?-3Y3=1, 

此 由 第 三 章 83 的 例 2 知 仅 有 (X,Y 了 )= (1,0) 和 (1,1) 的 整数 

解 。 由 此 推出 c= 1 时 方程 (287) 仅 有 整数 解 (x，y) = (一 1， 

土 3) 和 (3, 土 11)。 利 用 p-adic 方法 还 可 给 出 (31) 和 (32) 的 全 
部 解 。 

和。 法 看 图 方程 x*+b= Dy 
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我 们 在 第 三 章 的 83 中 ， 证 明了 丢 番 图 方程 
x*+1= Dy:, D>1, YXys0 (35) 

最 多 只 有 一 组 整数 解 x<，y。 由 代数 数论 知 ， 如 果 x,，y | 是 
(35) 的 一 组 解 ， 则 x,+y13D 或 者 是 三 次 域 Q(YD) 的 
基本 单位 数 ， 或 者 是 基本 单位 数 的 平方 。 因 此 ， 定 出 哪些 DD 
使 方程 (35〉 有 解 或 无 解 是 一 件 有 意义 的 工 作 。1967 年 ， 
Cohn 证 明了 

定理 9 方程 (35) 在 条 件 1)~3) 时 分 别 没有 整数 解 ; 

1) 在 DD 二 0(mo4d9) 时 ， 除 D = 9 和 DD 有 某 个 分 解 D = 
pq，p,4 是 正 整 数 ， 满 足 

(Ca) (p,9)=1, pp 

(5b) 如 果 p11p， 则 p ,三 1 (mod6)， 
如 果品 = 三 0(mod27)， 则 必须 加 上 

(ec) p=1(mod18), 

2) 在 = 十 3 或 土 4(mo49) 时 ， 除 DD= pg，p，g 是 正 
整数 满足 (a)、(5) 和 (c)。 

3) 在 DD 二 土 1 或 二 2(mo :9) 时 , 除 D =1,2,17,20,5831 
和 6860， 和 思 = pg，p ,9g 是 正 整数 满 足 (a)、(5) 和 (c)。 

1971 年 ，Bernstein11 证 明了 

定理 1 如 果 D=d?+h, |k| 守 1,kE{K,3K ,3d,6d; 
-人 -3Kj 这 里 玉 1d， 则 除开 九 =20(R= 6d，dq =2), 方 
程 (35) 有 解 x =19，y= 7 外 ， 其 他 情形 (35) 均 无 整数 解 。 

后 来 ， 曹 珍 富 与 章 玉 书 ?1 证 明了 

定理 11 设 刀 不 被 6&+1 形 的 素数 整除 ， 则 丢 番 图 方程 
(35) 除 开刀 = 2 仅 有 解 (x,y)= (1,1)，, 刀 =9 仅 有 解 (x,y)= 
《2,1)， 刀 = 17 仅 有 解 (x,>)=(-18, -7) 和 万 =20 仅 有 解 
4x，y)=(-19,-7)? 外 ， 其 它 情 形 均 无 整数 解 。 
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这 个 定理 的 证 明 将 用 到 方程 xz +x+1= ys 仅 有 整数 解 
《x,y) =(0,1)， (一 1,1)，(18，7》 和 《一 19,7) 以 及 方程 
xz2+xX+1=3ys 仅 有 整数 解 (x,y)= (1,1) 和 (- 2,1) 的 结 
论 。 前 一 结论 是 Ljunggren0 31I 在 1942 年 得 到 的 ， 而 后 一 结 
论 的 证 明 将 依赖 于 方程 xz + ys = zs (此 在 本 章 84 中 给 出 ) ， 
因为 x“ +x+1=37y3 可 整理 成 (x+2)2-(x-1)s= (3y)3。 

对 于 丢 番 网 方程 

x*+8= Dy’, D>1, xy0, (386) 
我 们 有 

定理 12 设 DD 不 被 6&+ 1 形 的 素数 整除 ， 则 丢 番 图 方程 
(36) 除 开 D = 2 仅 有 解 (x,y) = (2,2), DD = 9 仅 有 解 (x,») = 
(1，1) 和 (4,2)，D = 16 仅 有 解 (x,y)= (2,1)，D = 17 仅 有 
解 (x,y)=(-36,-14)， 刀 =20 仅 有 解 (x,y)= (38,14)， 
DD=72 仅 有 解 (x，y) = (4,1)，D = 136 仅 有 解 (x,y)= 
(- 36,-7)， 也 =160 仅 有 解 1x,y)= (38,7) 外 ， 其 它 情形 
均 无 整数 解 。 

证 如 果 21x，21y 则 (36) 化 为 


(2) + 1 = 了 (之 )， 万 >1，xy 到 0 ， 


此 由 定理 11 知 ， 仅 当 刀 = 2,9,17,20 时 有 人 解 。 如 果 2|x,2+y， 
则 由 (36) 知 2*1D。 令 DD= 8dg， 则 (36) 化 为 
(¥) +1 =dy’, 

此 由 定理 11 知 ， 仅 当 wg = 2,9,17,20 即 D = 16,72,136,160 时 
有 解 。 这 两 种 情形 分 别 给 出 定理 12 中 除 刀 = 9，(x，y)= 
(1，1) 外 相应 的 解 。 

如 果 2+x， 由 于 (x+2,x2-2x+4)= 1 或 3， 故 与 工 的 
讨论 类 似 ，(36) 给 出 
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xY2 -2X+4=y13， (37) 


或 

X2_2xX+4=37y;3， 《38) 
这 里 y,1y。 对 (37)， 我 们 整理 得 

(Xx—1)’+3= yi139 (39) 


由 于 2+x， 故 对 (39) 取 模 4 知 y1 三 3(mod4)。 改 写 (39) 为 
(x—1)*+4= ys+1 三 0(mody,’— y:+1), 
而 y ,三 3Cmod4) 推 出 yi -y+1 二 3(mod4)， 故 上 式 不 可 
能 。 这 就 证 明了 了 (37) 不成立。 
对 (38)， 可 整理 得 


x 2 
yl1= (入 二 ) ， 


此 由 定理 5 知 ， 仅 有 x=1，y1=1， 故 给 出 D=9，»=1。 
对 于 一 般 的 情形 ，Nagell2 2 和 Ljunggren05l 证 明了 一 
个 重要 的 结果 ， 即 
定理 13 设 c= 1,3,a>>b>1 是 整数 ，(ab,c)= 1 且 如 果 
c= 3， 则 可 取 b= 1。 则 委 番 图 方程 
axs+bys=ce (40) 
除开 2x* + ys =3 有 两 组 解 (x,y) =(1,1) 和 (4, -5) 外 ， 最 


多 上 只 有 一 组 整数 解 x,y, 并 且 对 这 样 的 解 X,YysC XB/ a 十 
y 3b) 是 三 次 域 Q (3 也 )(= Q (3/o82 )) 的 基本 单位 
数 或 基本 单位 数 的 平方 。 
$ 3 二 元 三 次 型 及 其 相关 方程 
一 个 二 元 三 次 型 J(x,y) 是 指 


(xy)=GX8sTDxX2yT+TCXY2 + dv (1) 
这 里 a,6,c 和 d 均 是 整数 ， 且 判别 式 
D= -27a2d2+18cpcd +b?c?:-. 4ac’ ~ 4030， (2) 
这 里 假设 吕 志 0。 定 义 覃 (x,y》)，G (x,y》) 如 下 : 


of of 
1 | Ox’ OXON 
IH(x,y)= 一 = 
4 62f Gf 
OXO% Ov 


= (bxtcov)’- (30x +t bv)(cx+ 3dv) 

= Ax*+Bxy rt Cv’, (3) 
这 里 4=6b*-3ac，B=bc-9ad，C=c*-3bd， 上 有 旦 容易 验 
证 于 (x,y) 的 判别 式 为 B: -44C= -3D。 


| of of 
| Ox Oy 
G(x,y)= | 
| oH 0H 
| 6x Oy 
= — (27a*d ~ 9abc + 203)x3+., (4) 
直接 验证 可 有 
G(x,y)+27Df(x,y)= 4H?(x, »)。 (5) 
利用 (5 ) 式 ， 可 以 给 出 方程 
X24+hRY?= 2Z3, (X,Z)=1 (6) 


的 全 部 整数 解 ， 这 是 Mordelli1 得 到 的 。 
定理 1 丢 严 图 方程 (6) 的 全 部 问 数 解 可 表 为 、、 


< = G(x, »y), Y= /f(x,y), 2Z= H(x,y), (7) 


这 里 J (x,y)=ax?+3bx?+3cxy?+dys 是 任意 的 判别 式 
DD = 4k 的 二 元 三 次 型 ,H(x,y)=(b?-ac)x?+ (bec-ad)xyt+ 
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六 of | 
Ox Ov 
(c*~ bd)y’, G(xsy)= 宇 | a ol |， 而 x,y 取 使 
加 | 
| 


(G4x5y) ，H(x,y))=1 的 任意 整数 。 
”证 首先 由 f(x,y)， (xy 和 G(xyy) 的 表达 式 及 
C5) 容易 验 证 (见证 明 的 后 部 分 ),( 卫 G(x,>)* +RA2(Xs ») 
= 昌 :(x,y)。 现 设 X=g，Y =f，Z =h 是 方程 (6) 的 一 个 
解 ， 即 有 
g* thRf*=h, (gh)=1。 (8) 
因为 (8) 式 给 出 -是 /的 二 次 璋 余 , 所 以 存在 一 个 首 项 系数 为 
,判别 式 为 -44 的 二 元 二 次 型 ， 设 为 
F(x,y)=hx’*+2Bxy+Cy’, 
这 里 B: hC= -&。 我们 取 B 满 足 同 余 式 /B= - g(modh’)， 
借助 于 (x,y)， 我 们 构造 一 个 判别 式 DD = 妃 的 二 元 三 次 型 
f(x, y)=fxs+3bxryt3cxy* +dys ,有 HH (x, »)= 
F(x,y)=hxr+2Bxy+Cy*, 这 里 h=b*-fc, 2B=bc~ 
fd，C=c?:--bqdq。 因 为 
h=b*- fe, co ， 


取 b= (modf), 


bh=g+Bf=>6=0(modh’) 。 


po- rE2 = hf+2gB+B’f。 
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我 们 来 定 出 dg 。 因 为 be- fd=28， 有 


“ag+B kf+2g0B+B’f 
1 (Nt ) -sb, 


推出 
hsd= kg 3kfB+3gB’+fB’, 
我 们 来 证 明 c 和 d 均 为 整数 。 册 


h?c= -hf +2g(- 7 )+ (modh’) 


2 2 
= 9_=0(modh’) 


知 c 圭 0C(mod1)， 故 c 是 整数 ; En 


hd=—kg+ 3kg+- 9 (modh’) 


Pp ff 
=29- (gf? +g’)=0(modh’:) 


f 
知 d 是 整数 。 

由 于 f(x,y)= fx*+30x?y+3cxy? + dy 的 判别 式 为 
27D, D= -fa?*+6fbcd+3bc* -4fc’-4db:=4k， 上 出 
(3) 式 、(4) 式 定义 的 (xy 和 CCxyy) 分 别 为 

Hi(x,»)= 9H(x,»), 
G(x,y) =27G (x,y), 
这 里 G(x,y)=-(jF2d-3fbc+203)xs+…。 故 由 (5) 式 知 

G(x,y)+(27): DfI(x,y)= 4H , (x, y), 

从 而 
G(x,y)+ DfI(x,y)=4H?(x,v),o 
由 DD = 48 知 ， 2|1G (x,y), 故 上 式 给 出 


(GCs9)) +/3(xya)= 吾 (xy)。 证 毕 。 


方程 (6 ) 的 结果 可 以 用 于 解 前 两 节 中 的 某 些 丢 番 图 方 
程 。 例 如 在 定理 1 中 令 革 = 土 1， 则 (6) 式 化 为 
Zs:—-1=EkY?, (9) 
此 时 只 要 解 方程 
G(x,Y) = 土 2。 
再 如 令 了 = 土 1， 则 (C6) 化 为 
N22+trhk=Z, (NX,Z)=1, (10) 
此 时 只 要 解 方程 
7Cxyy)= 士 T。 
利用 Thue 定 理 ( 见 第 三 章 $4) 可 知 ， 方 程 (9) 和 (10) 在 某 些 
情况 下 均 只 有 有 限 个 整数 解 ， 站 。MordelI21 还 给 出 对 所 
有 R， 方 程 (10) 均 只 有 有 限 组 解 〈 是 81 中 定理 1 的 推论 ) 。 
对 于 给 定 的 二 元 三 次 型 /(x,y)， 研 究 琶 盔 图 方程 
J (xy)=1 (11) 
的 解 是 比较 困难 的 ， 尤 其 是 在 f(x,y) 的 判别 式 刀 >0 的 时 
候 。 设 1(0,1) =0， 在 三 次 域 Q(b) 中 ， 如 果 过 0， 则 利用 
p-adic 方法 十 分 容易 求解 ， 这 是 因为 这 时 三 次 域 Q(b) 中 只 
有 一 个 基本 单位 数 。 如 果 刀 >0， 则 三 次 域 Q(0) 中 有 两 个 基 
本 单位 数 ， 这 时 处 理 起 来 十 分 地 麻烦 ， 而 且 许 多 都 需要 使 用 
丢 番 图 通 近 方法 。 有 些 特殊 的 情形 ， 利 用 第 三 章 83 的 方法 和 
特殊 的 技巧 ， 才 有 希望 给 以 解决 。 目前， 在 刀 >>0 时 只 解决 
了 几 个 特例 ， - 
1)G3% 了 =49， 方 程 xzs+x2y-2xy2 -ys=1l 仅 有 解 
‘1,0), (0,1), (—1,1), (5,4), (4, -9), (~9,5), 
(2, —1), (—1,—1) 和 (—1,2); 
2) 1 =81, 方程 x* -3xy?+ y=1 仅 有 解 (1,0)， 
《0， —1), (—1,1), (2,1), (~ 3,2) 和 (1, -3); 
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3)51 万 =148， 方 程 xs -4xy2+272=1T 仅 有 解 (- 1y 
—1), (1,0), (1,2), (~—5,3) 和 (~ 31,14); 

4)05 万 =3024 ,方程 xz -12xy? 一 12y?=1 仅 有 解 
(1,0) 和 (1, 一 1)。 

一 般 情 形 ，SiegelS 证 明了 

定理 2 如 果品 是 充分 大 的 正 整数 ， 则 方程 f(x,y) =1 
最 多 有 8 个 整数 解 。 

现在 我 们 用 丢 番 图 返 近 的 方法 给 出 4) 的 一 个 证 明 。 设 
fx,y)=Xx 一 12xy” 一 12y*，f(9,1) =0, 在 三 次 域 0(0) 


中 ， 整 底 是 1，0， 二 0*， 基 本 单位 数 是 
m1= ~7-40+30°, ns =11+0—0?。 
由 于 f(x,y) =1 推 出 
(x—0Vy)(x -0 y)(x -0 y)=16 
令 6=xy-by 0E{100 02 03)}， 则 6 是 Q(0) 中 的 单 
位 ， 因而 86= 土 748119582， 5b,，b; EZ。 于 是 
log 84 =6 ,log hy +balog ys, 1<j<3 
推出 
b,= {log lB log ne’| -log18o1 .log 17| }» 
ry s€{1,2} (r 夺 $s), 
这 里 
~ A=logly |.1og ly | ~10g In | .1og no 
如 果 休 = maxt{ lb,|，18,| }， M= maxt{log ln1.'’ | , 
log j72| }， 我 们 有 


H< AT{ llog pM +1og hl ) M, 
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因此 masxtlog 1p00 > 稚 可 =6. 克 。 为 了 便于 使 用 我 


们 给 出 若干 计算 结果 : 方程 1(0,1)= 0 的 三 个 根 是 
0 "= 一 2.768734305276282…， 
O01= 一 1.115749396663048…， 
0' 3) 3.88448370193933… 
让 本 单位 数 ]， 7 分 别 是 方程 -15x? -9x+1= 0 和 Xx? 一 
9x ”+3x ++1= 0 的 根 ， 相 应 地 有 
1 =15,.5737717009257510. 
17 = 0.565376041509972.…， 


1 一 0.6693573391168678…; 
2 = 8,.639353887182992. 
00958856381911168.. 


72 = 一 0.2047299286929642…3 
log | =2.745588198059661…， 


log |n,''| = — 0.5702642090280092…, 
log In.'*| = ~ 0,.4009891315781089.……， 
log [|»,'*| =2.156327798443639…， 
‘log |71'°| = ~ 2.344599066481552., 
log l726 = ~ 1.586063589415630.…， 
max | llog ly | | ~ llog la | 


= 2.175323989031652….， 


a 
log =5.090187264541213…' 


(3) 
1 | 


| (2) 
log | = 1,.943609934903443.， 
1771 
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sb 3.146577329637770*"> 


| 
log | | =2.762592007471648…> 


=3.742391387859269…y 


1) 
72 | =1.015799380387621….y 


2 (03) 


72 
10 -0 =1.652984908613233…y 
1 -0 =6.653218007215614… 
10‘3 ~ 0 =5,.00023309860238…, 
log |9'*— 0 = 0.5025826891016480…， 
log |0‘ 0 — 0 =1.895100648480152.…, 
log |0‘3— 0 =1.60948453106791*…， 


0 0 
Oi 0 二 005 


log 


max 
二 


这 里 1 是 最 小 的 使 log |8"| < 一 序 56H。 由 于 M = 2.745588 


…，|Al =2.15632779…， 故 6 这 2.6730415…。 因 为 
log 8 +log15824 +log 1 =0， 故 /是 存在 的 ， 只 是 : 


我 们 不 知道 哪个 1 使 log 16" | < -36 末 。 这 样 ， 我 们 就 得 


计算 :个 可 能 的 1 信 。 出 
1 Bo [BN = 1 4B Bo = 480 


> exp (88), 


<e", QQ=1.392517959378504…v 


不 妨 设 1801 < 8 ， 则 得 出 18 之 exp (了 6 入 )。 相 应 
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| (0) | 


pi 
地 ， B® 


(O00 8 i+(07n— 


< exp (- #68), 


现在 


O00)B ! +0 


0'7) B= 0, 


8 OPO OP 一 bb 60 

Bit Ob OD gD 0" BH ® 
故 由 B=w11ws2? 且 令 

2 = 2 和 一 中 

1 C2 HO On? 
得 出 

QibiQsb? +Q3= Wo 

Oi 0 Bi 

故 由 2 一 六 nn — 0 “ BT 知 


|oj] 所 < exp(c- 于 61)， 即 la,brasbz+aws| 


<exp(a— 36H), 
由 cibiasb:=wo-as 得 
bilog jc 由 +pslog jcy| 


=log lo 一 cas| 


人 
= log las|l +log 1- 一 一 | 。 
Qs 


因此 
[oslog al + balog lasl ~log lasl| = | 1og| 
而 . 
logs ll- -9.1 =| 9 + 工 @ ”+ [< 2 |， 1 
Qs Qs 2 cs Qs 1~i® ” 
Qs 
由 <<exp (a- 16H), 故 在 瑟 宕 6 时 我 人 有 | as 
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0.。2 且 

| | 
© 1 - 1 
log |1 - 2 -|| <1,.25 a exp (~ 了 544)。 


3 


这 样 ， 我 们 就 得 出 ， 如 果 五 这 20， 则 
Ibilog lail +6,1o0g jc -log a | cexp (0., 404F )。 
(12) 
为 了 利用 Baker 的 定 见 第 三 章 84 的 工 ) ， 我 们 需要 确定 
aiycwsyws 的 高 。 人 
Xe-132xs 一 4773x4 一 27236x2 -4773x2 -132x +1=0, 
Xe+30x5 783X4 ~ 2408x5— 783x: + 39x-t1= 0, 
21xs +63x5 一 198x4- 484x2 198x° +63x+21= 0。 
故 由 Baker 定 理 得 ，(12) 中 的 所 有 整数 解 满足 
max{ |b1| , lb }<{4°(0.404) 610g27236}“? 
10503, (13) 
由 (13) 式 及 x 一 30= 十 Tibi7a 知 ,可 以 定 出 max{f |x| , |y| } 
的 上 界 。 但 这 个 界 太 大 了 ， 为 了 证 明 4)， 我 们 给 出 一 个 引 
理 。 
引 理 ” 设 9, Pp 是 给 定 的 实数 ， 诸 .B>>6 是 给 定 的 整数 。 
再 设 p ,a 是 整数 满足 lq BM，l0gq -pi 所 2(.B8M)-!。 则 
在 lapbll>3B8-:， 且 ll,0+b -有 二 区 -1 时 ， 必 有 
上 | 到 人生 人 < 对 ， 这 里 jsj 表示 * 与 最 近 整 数 的 距离。 
证 lb,q0+6b,q-pql<gK- bri< BMK-W'1, 并 且 
如 果 g0=b+ao 这 里 lol 么 2(MB) :， 则 有 
loi(p+o)+b.q-Pal SBMK- hbil, 
再 由 Bqil>3B"!1，|b,o| 志 28-! 知 ,jb1% -Bgl 之 8B 
因此 
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B-!<BPMK- Pb'l, 


此 给 出 
log(B*M) 
le < aoK o 

证 毕 。 

在 引 理 中 ， 令 

log |a | 1 名 1 

0 

B=103, 
则 

jo leg lal -loglas| 

| llog |a, | 2: log la,| <6exp( ~0.5438 )。 

1 


我 们 计算 9，p 的 有 理 逼 近 。 设 8 的 有 理 逼 近 是 六 ， 满足 


1 | 
8- 2 < 且 设 的 有 理 过 近 是 2-， 满 足 1<q< 


! 


MB, 2 -人 < 放 B。 则 是 0 的 一 个 有 理 通 近 ， 满 足 
oe _ 访 | 2 
1 aq<MB, 10 gj< 开 57。 
求 了 各 4 使 得 
oe dd 


10- 各 | < 一 10-1238 ， . 18- a <107, 


则 对 所 有 情形 ， lg’ 1 宇 3x10-33， 故 (12) 的 所 有 解 均 满足 
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629 
地 上 过 oT 358F。 


A404 
在 引 理 中 ， R4500, B=10:， 易 知 
“0, 404 ° 


这 样 一 来 ， 可 以 通过 x 一 0= 1,b1gs 呆 经 过 计算 求 出 6,= 
0，b = 0 和 0b, = 0，5;= 一 1, 给 出 方程 x*? 一 12xy 一 12v?= 
1 仅 有 人 解 (1,0) 和 和 (1, ~ 1)。 

对 于 刀 二 0 ,Delaunay SI 和 Nagell3 271 有 过 一 些 研 究 ， 
例如 证 明了 

定理 3 设 /(x，y) 是 判别 式 为 了 的 给 定 的 二 元 三 次 
型 ,DD <0, 则 方程 /(x,y)=1 除 x?+xy?+y =1] (或 xs 一 
XxX*y+Xy +y”=1) 存在 4 组 解 和 x? 一 xy?+»?=1 存 在 5 
组 解 外 ， 最 多 有 3 组 整数 解 。 

由 于 如 <0 时 ， 三 次 域 Q(0) (这 里 9 是/(9,1) = 0 的 根 》 
仪 有 一 个 基本 单位 数 ， 故 方程 (x,y) = 1 化 为 

xX—- y=7", mEZ, 

这 里 7 是 要 本 单位 数 。 由 于 存在 正 整 数 a 使 得 7 ==1(modp)， 
这 里 p 是 任 给 的 素数 。 故 对 m 进行 模 a 分 类 讨论 ， 可 得 出 方 
程 f(x,y)=1 的 全 部 解 (参阅 p-adic 方法 ) 。 


$4 三 元 三 次 丢 番 图 方程 


现在 讨论 三 元 三 次 丢 番 图 方程 的 解 。 
I 。 委 番 图 方程 Y? + y?+23= 
对 于 丢 番 图 方程 
XT+y +2 =n, nn€EZ, (1) 
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在 n=0 时 化 为 著名 的 Fermat 大 定理 (参看 第 八 章 ) 的 特 
例 。 我 们 来 证 明 
定理 1 于 番 图 方程 x + y?+2 = 0 无 yzs0 的 整数 
解 。 
证 设 x,»,z 是 方程 x，+ y?+z?=0 的 一 组 解 ，x wz 二 
0， 不 妨 设 (x,3)= (x,2)=(y,2)=1，2+x»，2|z， 明 |a| 
是 xyz 硅 0 的 解 中 最 小 的 。 可 设 
X+y=24 XxX- y=2b0, (aq, 0)=1, axb, 
由 此 解 出 x,y, 代 入 方程 x?+ y?+2zs=0 得 
—2= (0g+0)*+(u-0)?=2a(a? + 30’)。 (2) 
由 2+x 知 2+a + 5， 故 2ta? +3b*， 故 由 21z 知 ,(2) 给 出 4|a， 
2rb。 又 (2a，@ +302) = (gq，3)=1 或 3, 故 在 (24a,a? +302) 
=1 时 ，(2) 给 出 
2a=r3,a?+3b*=s3, —Z2Z=rs, 2+so 
由 a?+36*=s: 在 Q(w -3 ) 中 讨论 立 得 
"a=u(u: ~902), b=30(4: —v0), s=u:+3v’, 
这 里 (4,0)=1，2|4，2+v， 且 4 二 0。 由 于 此 时 3+a, 故 3+ 坟 
于 是 2 28- 3u，24+30 丙 两 也 素 。 现 在 | 
r=2a=2u(4- 30) (4+ 30), 
故 得 
24= 一 12，4 一 30= 放 3 H+ 30=n’, 
此 给 出 +m”+n=0， 且 有 21!，imn 夺 0。 但 是 
lz| ?= l2a(a? +36°)| = Ils(u? - 9v) (a? + 36°)| 
之 la? +352| I] > 1 s, 
与 |z| 的 最 小 性 矛盾 。 
现 设 (2a,a? + 357) = 3。 令 a= 3c， 则 4|c，3+6。 由 (2) 
式 得 
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—23=6c(9c: +36:) =18c(3c +6°), 
由 (18c,3c* +6?) =1 知 ， 上 式 给 出 
18c=r?, 3c*+0b*= so 
由 后 一 式 得 出 
b=u4: ~ 900), c=30(4 -02)，S=22 二 32 
这 里 (a,2)=1，2+4, 21v，v 寺 0。 易 知 20，4 一 0，4#+v 两 
两 互 素 ， 页 由 "= 18c，c= 3v(4? 一 v?) 知 


(§) =200u 0) (uto), 


推出 
20=—[3, uv= -mis +=1 ,lmn 丰 0, 
出 此 知 1: + +ns=0， 这 里 2|1。 但 是 
lz3| = 118c(3c2 +62)| =27120(0282 一 02)|(3c2 十 b2)》 
=27 什 ?| —v| (3c: +6)> lls, 
仍 与 lz| 的 最 小 性 矛盾 。 证 毕 。 
下 面 讨论 方 程 届 ) 可 设 n 夺 0。 又 由 于 n 过 0 时 方程 (1) 化 为 
(—%) +t(—y)*+(-2) = -n>0, 
故 不 妨 假设 (1) 中 的 ?>0。 我 们 在 第 二 章 的 81 中 给 出 了 +# 二 
土 4(mod9) 时 方程 (1) 无 解 的 证 明 。 现 在 我 们 给 出 
定理 2 当 1<<n<<2 时 方程 (1) 有 无 穷 多 组 解 。 
证 当 n=1 时 ， 方程 () 化 为 
X?+y +2s=16 《3) 
容易 验证 X=t，y= ~t，z=1 或 x%=91，»=3t-914，z= 
1 9L3(tEZ2) 都 是 方程 (3) 的 解 。 当 n= 2 时 ， 方 程 (1) 化 为 
X34+y +2:=2, (4) 
可 以 验证 X=1+6ts，y=1-6ls，z2= 一 61?(1EZ) 是 (4) 的 
解 。 证 上 毕 。 
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能 否 给 出 (3) 和 (4) 的 全 部 正 整 数 解 9 在 第 二 章 82 的 习题 
1 中 ， 我 们 给 出 了 (4) 的 解 x,y,z 中 至 少 有 一 个 被 6 整除 ， 
但 要 给 出 全 部 解 却 不 容易 。 一 般 的 问题 是 , 在 2 二 二 4(mod9) 
时 ， 方 程 (1 是 否 孝 有 无 穷 多 组 解 ? 

”=3 时 ， 已 知 方程 

X3+w32zs=3 (5) 
有 四 组 解 (x,y,2)= (1,1,1) ，(4,4, -5) ，(4, 一 5,4), 
(--5,4,4)， 是 否 还 有 其 它 解 ? 对 此 Miiler 和 Woojetti42 证 
明了 

定理 3 在 max( [x| ,lzl)<3164 时 ， 方程 (5) 除 
开 上 述 四 解 外 ， 无 其 他 的 整数 解 。 

此 外 ，Miller 和 Woolstt 还 给 出 在 max( |x| , |x| , 1z|) 
3164 时 方程 (1) 的 所 有 整数 解 。 

1984 年 ，Scarowsky 和 Boyarsky00 用 大 型 计算 机 寻找 
方程 (5) 的 解 。 不 妨 设 方 程 (5) 的 解 满足 x+y+z= 3m，m 
2 二 ， 则 有 

定理 4 方程 (5) 在 lm| <50000 时 无 其 他 的 解 。 

1985 年 ，Cassels0 3 用 环 Z[o] 上 的 三 次 互 反 律 证 明了 

定理 5 方程 (5) 的 解 满足 x 三 y=z(mod9)。 

这 个 定理 我 们 在 第 三 章 的 $2 中 已 经 证 明 过 了 。1987 年 ， 
孙 菏 “3 利用 三 次 互 反 律 进一步 证 明了 

定理 6 设 a 是 一 个 给 定 的 整数 ，a 无 38+1 形 亲 朵 了 ， 
如 果 丢 番 图 方程 

X3 十 y3 十 23=9as (6) 


有 整数 解 ， 则 9 整除 了 ， 妆 ，3 中 的 一 个 ， 这 里 d = (x，,y， 
之 )。 
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定理 7 设 o 是 一 个 给 定 的 整数 ，a 无 3k+1 形 素 因子 。 
如 果 丢 番 图 方程 


XI ty +2s = 3d3 (7) 


有 整数 解 , 则 当 3+a 时 及 = 二 (mod9); 而 当 31a 时 有 


车 二 = 了 三 (mod9) 或 9 整除 7 中 的 一 个 ， 这 里 d = 


d” 2? da 
(X,Yy,2) 。 
下 面 给 出 定理 6 的 证 明 。 设 YX= dxi，y= dyi 2=dzi 
代入 (6 ) 得 
qd (xis+y13+T213) =9ass (8) 
设 d=3'd1，4 之 0，31+d1，a=3‘a1，+>>0，3+a1， 则 (8) 给 
出 
X11 FV +21 = 3 b+2g, 3 th, (9) 
这 里 a ,= da;。 对 (9) 取 模 9 知 x1,y1,z1 中 有 一 被 3 除 尽 。 不 
妨 设 x 三 0(mod3) ，y1 三 1(mod3)，21 三 -1(mod3)。 在 


整 环 Zro] 中 ， 这 里 w= 13 有 


21 + 21 XA) ZL + ARO 2 + X10 ), 
设 a =z1+xX10， 则 4 三 2 (mod3)， 故 a 可 分 解 为 
QF 于 gy 
其 中 x; (=1,…,k) 是 ZLw] 中 的 本 原 素数 , 即 x ;三 2(mod3》 
(j=1，*…,k)。 现 对 (9) 取 模 zx ;(j =1,…,k) 得 
yD?g, (modn;),j=1,.,k, (10) 
不 妨 设 x ; (j=1，,…,k) 均 为 Z[o] 中 的 复 素 数 ， 则 N (x ;) = 
力 ;三 1(mod3)(j=1,…,k&)。 由 a 不合 3k+1 形 素 因 子 知 ， 
zj+392《(j=1,…,&)， 于 是 (10) 式 给 出 
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1-( 二 ) .= (全 和) = (全 ) 2), 


(j=1,.",hk)。 (11) 
设 z ;=a;+bjwm, bi=3n; a;=3mi-l, 1 ni€EZ (j= 


1 ,hk), 则 有 (加),=om tm,( 7 ) = ozmi ( 见 第 


Ti 
三 章 82) ， 故 由 (11) 式 知 
1 =omitn; em2m; = i (j=1,.,k), 


此 给 出 %; 三 0(mod3) (j=1,…,k)。 于 是 a =21+ X10@ 汪 机 
Cmod9)，wEZ， 此 给 出 91x | 本 。 证 毕 。 


关于 方程 〈1)， 要 给 出 全 部 解 是 相当 困难 的 。 有 些 简 单 - 
的 方程 是 否 有 解 也 解决 不 了 。 例 如 丢 番 图 方程 
Xxs+ys+2z=30 
有 整数 解 吗 ? 这 是 一 个 尚未 解决 的 问题 。 
I 。 丢 番 图 方程 ax?+by*+czs=d 
现在 我 们 考虑 较为 一 般 的 委 番 图 方程 
axs+bys+cz=d, (12 
Segre “1 证 明了 
定理 8 ” 设 a,6,c,d 是 整数 ， 且 abcd 圭 0, 则 方程 (12) 一 
般 没 有 解 x,y，,z 是 关于 参数 /的 次 数 夺 4 的 有 理 系 数 的 互 素 多 
项 式 。 
三 个 不 同 的 例外 是 ， 方 程 
Xs+y +c2 = Cs 
Xs+y +c2s=2, 
XIVy +223= 9, 


这 里 c 夺 2r*，r 是 有 理 数 ， 它 们 分 别 有 解 : 
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6 9 

c=— D439 y= 2=— ft +l 
[og CC C 
6 6 ,s f ,2 

X = 一 +1 二 一 2 十 1， 二 ~ 1 
C Cc C 


X = 一 4 二 61 = 一 4 人 十 2 二 1 2= 4 4+1 和 和 
27x=2(— 4t*+4t?+6!*— 17t+2), 
27Yy=4(— 21*+ 8 一 6 人 一 4 十 13)， 
272= 8t*— 2013 +24t?+16t~ 37。 
利用 Gauss 关于 二 次 丢 番 图 方程 的 结果 〈 见 第 五 章 84) ， 可 
以 证 明 
定理 9 和 对 镍 图 方程 
ax?+ay+bz2s=bcs, abc0 (13) 
除了 有 平凡 解 x+y=0，2=c 外 ， 还 有 无 穷 多 组 整数 解 。 
证 设 z=c+t(x+y)， 代 入 (13) 式 得 
(x+y)La(x’— xy+y")+ bot+ bel (x+y)+ 
pis(x+y)2 =0， 
由 于 x +»=0 时 (13) 给 出 z=c。 故 除去 x+y=0, z=c,， 上 
Q(CX2 一 xy 十 2) 十 3pc 和 十 3bpcf2(X +y)+bis(x Pd 
= 0。 (14) 
令 . 
XT+Y=U, X—- y=v, (15) 


则 14》 化 为 


fu? +3v”)+3bc’t+3bct’u+btsu’=0, 
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由 此 即 得 . 
(a+40t)u:+ (3a)v* + (12bct*)u t+12b0c’t=0。 (16% 
(16) 式 是 Gauss 二 次 丢 番 图 方程 的 特例 (参阅 第 五 章 84) 。 
设 != 一 abk?，k 夺 0， 则 (16) 显 然 有 解 4=0，v =2bck。 而 在 
R 六 0 时 

D= ~12a(a+401?) =12a’(4a:bks — 1)>0, 
且 存 在 &( 如 31&8) 使 咏 非 平方 数 。 又 

A=4(a+46bts)3a 12bct— 3a(120ct°)? 
=144abc’t(a + bt’), 
由 != - abh*，k 志 0 知 t 志 0， 上 且 可 取 h 使 a+ bt? 夺 0， 故 存在 &: 
使 I 起 0。 于 是 知 存在 使 (16) 有 无 穷 多 组 解 a,v 满足 4 二 v 
(mod2)， 这 样 由 (15) 式 及 2=c+ti(x+y) 知 (13) 有 无 穷 多 
组 解 x,3》,z。 为 此 ， 设 2“lla， 且 可 取 k 使 >"*!|1， 故 对 (16) 取 
模 2":! 得 
a + 3av’:=0(mod2"*!), 

由 2"jla 知 ww? + 30: 三 0(mod2)， 故 4 三 v(mod2)。 证 毕 。 

方程 (13) 的 一 个 特殊 情形 是 方程 (3) ( 称 为 Euler 方 程 )，- 
即 Xx?+y +2?=1, 
利用 定理 9 的 证 明 方法 可 以 构造 它 的 无 穷 多 组 解 。 例 如 令 
z=1+t(x+y),，X+y=14, x 一 y=v， 则 有 

(1 + A415) + 30* + (12t12)4+ (121) = 0。 (17) 
由 于 #4 + 3v?， 故 可 设 t= 土 (87 +37?)。 如 取 t= -7， 则 : 
(17) 化 为 

一 1391u2 + 307+5884— 84= 0， 
由 此 整理 成 
(4574— 98)? ~— 457v° = 3192， (18) 

此 显然 有 解 4= 1，v= 17， 给 出 (3) 有 解 (x,y，z) = (9, 一 8， 
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一 6)。 由 (18) 的 无 穷 多 组 解 4,u (显然 4 三 v(mod2))， 可 得 出 
(3) 的 无 穷 多 组 解 。 例 如 (一 103，94，64)，(904, 一 822， 
一 566)，(3097， 一 2820， 一 1938) 等 等 。 
对 于 方 穆 (12) 的 又 一 类 型 
XI—~my’ =n2°, (19) 
如 lmj =1， 则 根据 4% 的 不 同 ， 可 以 用 分 解 因 子 法 或 在 域 


Q(o)( o= 1 一) 中 考虑 方程 〈19) 的 解 。 如 果 


jz 六 1， 则 在 三 次 域 Q(CO) 中 考虑 方程 (19)， 这 里 0= sm ， 
化 为 理想 数 方程 
[x— y0]=nA’, 
这 里 7 是 取 某 有 限 集 的 理想 。 于 是 有 
X-3y0=Ucs= (et+f0+g0°) (ut+vu0+w0)?, 
这 里 4,v,w 是 有 理 整 数 ， 且 e, f,g 是 属于 有 理 数 的 某 个 有 理 
于 集 。 乘 开 后 ， 比 较 两 端 0* 的 系数 ， 可 以 求解 形 如 (19) 的 丢 
番 图 方程 。 | 
”对 于 方程 (12) 中 d = 0 的 特殊 情形 
ax* +bys+czs=0, (20) 
我 们 有 
定理 10 ”如果 a=3p(p+q)(g-2p),b=la(7p+ a). 
《7p 王 29),，6=2 或 4，p + 9 闫 0(mod3),， 且 
1) pp 三 l1(mod2),，g(g -pp) 大 0(mod4) 或 
2) pp 三 2(mod4)，g9 三 1(mod2) 中 的 一 个 ， 以 及 gq? 一 
4p+7p* 关 0 (modp，) 或 pg (63p:-34pg+9g*) 关 0 


《modps)， 这 里 p, 三 1(mod3) 是 素数 且 ( 卫 一) = -1。 则 
2 
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方程 (20) 无 解 。 

例如 取 p=g=1，pb: =7， 则 定理 10 的 条 件 满 足 ， 邯 请 + 
g#0 (mod3) ,p=1(mod2) ,gq(g-p) 二 0(mod4) 和 
pq(63p:— 34pq +9g9°)#0(modp:)，p2s 三 1(mod3) 和 


(二 ) = -1。 故 方程 -x ?+20y?+cz*=0 (c=2, 4) 无 
2» /83 


定理 11 设 d 无 平方 因子 ，d 二 土 2， 土 4(mod9),， 三 
次 域 Q(3/d) 自 i 美 数 为 3。 如 果 [3] = 4;，A 是 Q(3d ) 的 一 
个 理想 ， 但 不 是 主 理想 ， 则 方程 

x +dy?=325 
没有 有 理解 。 
这 个 定理 的 证 明 , 只 要 注意 @(3q) 中 的 整数 是 a+6bs/ d 
+cs/ dz ,a,b,cEZ, 并 且 [3] = 4 由 [3] =[3,%3/d 土 1]” 


或 [3，3/d 干 11: 给 出 就 够 了 。 

利用 简单 同 余 法 还 可 以 得 到 关于 方程 (20) 的 一 些 结果 。 

对 于 方程 

axs +by? +czs =dxyz, (X,Yy,2) =1, (21) 

研究 其 整数 解 是 很 困难 的 。1960 年 , 柯 召 "' 1 和 Cassels!'' 5 分 
别 独立 地 解决 了 方程 (21) 当 ae =b=c=d =1 时 的 特例 ， 即 有 

定理 12 ” 丢 番 图 方程 x*+ y*+2z*=xyz 没 有 xyz 三 0 的 
整数 解 。 

Ward 7 还 证 明了 丢 番 图 方程 x?+y?+52? =5xy2 
仅 有 解 x+y=0，z=0。 

下 。 丢 番 图 方程 ?2 = f (x,y) 和 2z?= g(x,y) 

设 /(x,y) 是 一 个 有 理 系 数 的 三 次 多 项 式 ,有 一 个 著名 入 
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猜想 是 ， 如 果 方 程 
22= f(x,y) (22) 
有 一 组 解 x,y,z， 则 必 有 无 穷 多 组 解 x,y,z。 

这 个 猜想 的 一 些 特殊 情形 已 经 证 明 是 成 立 的 。 例 如 有 
定理 13 设 /(x,y)=p?+lx+my+axs+bx?y+ 
-CXy? +dy*， 这 里 (1,m) = 1， 则 方程 (22) 有 无 究 多 组 解 x， 

Y ,Zo 
证 用 一 个 线性 变换 可 不 失 一 般 地 令 1= 1，m = 0。 如 果 
力 =0， 则 (22) 给 出 有 无 穷 多 组 解 为 x= 0，y = ai2,z= di， 
1E2。 如 果 p 二 0， 则 令 x=4p*X,，y=2p 了 ,z=pZ， 代 
入 (22) 得 
Z*=1+4X +64ap X34+320p XY +1i6cp*XY? 
+8dpY >。 (23) 
青 令 Z=1+2 久 -2 针 ?， 则 2Z?=1+4X-8 久 ?+4X4， 于 是 
《23) 给 出 
X= (2+16ap4)X3+80p XY +tdcp* XY? 
+2dpY :, 
在 这 个 方程 中 ， 仿 站 =1 久 ，1E€ 2 是 参数 ， 则 有 
X=(2+16ap“) + 8bpst+4cp’t: +2dpt:, 
这 就 给 出 (22) 有 无 穷 多 组 解 。 证 毕 。 
Mordell!48 推 广 上 述 结 果 ， 证 明了 
定理 14 设 f(x,y)=p?*+lxtmy+tax?+bxytcy’+ 
4x +BDx y+Cxy*+Dys，p 夺 0。 如 果 p1(1,m) ， 且 方 
程 


os 二 80%y 二 022 一人 -二 二 人 ) = 十 2 力 (24) 
有 无 穷 多 组 解 ， 则 方程 (22) 有 无 穷 多 组 解 。 
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由 于 《〈24) 大 一 个 二 元 二 次 委 鼻 图 方程 ， 故 一 般 说 米 在 
(24) 有 解 时 可 得 出 无 穷 多 组 解 。Mordell 还 得 到 

定理 15 设 /(x,y)=(612461 一 1)xs+(812 一 61 一 1)23 十 
11- 1212， 这 里 ! 挟 0GZ， 划 方程 (22) 有 无 穷 多 组 解 。 

利用 Pell 方程 的 结果 ， 可 以 构造 出 许多 三 次 多 项 式 
f(x，») ， 使 方程 (22) 有 无 穷 多 组 解 。 例 如 f(x,y)=x?+ 
3 一 1， 令 x=11+w，y=1- 岂 ， 则 方程 (22) 推 出 

2*— 6w?=1, 

而 这 个 方程 是 Pell 方 程 ， 已 知 它 有 无 穷 多 组 解 z，w。 

定理 16 设 f(*,y)=ab*xs+ y+ (27abd):，ab 二 0， 
a,b0,d 均 是 整数 ， 则 方程 (22) 有 无 穷 多 组 解 。 

证 考虑 方程 


2 —k*=ab(x*+cy:), ab 寺 0, (25》 

令 s =c 的 三 个 根 为 8= 0,，0,， 0,， 日 设 
z+Rkh=all(p+q0+r0:), (26) 
2-R=6 (p+q0+r.0°), (27} 


这 里 p,51,9,41,? 和 7 1 都 是 整数 ， 则 有 
2 一 六 =ab]l{ (P+Q0+ RO:)=ab(PI+6Q+b: RS 


~ 35PQR), 

令 P=x，Q@=y，RR=0， 即 有 
ppit+c(gqrit+qir)=x, (28) 
pqit+pig+cerr), =»y, (29) 
pri+pir+i+ggi=0。 (30> 


又 ， 由 (26)、(27) 得 
Zh=a(p +cqs+ors— 3cpqr)— 6(p1?+cq? 
+cri*— 3cp1qir1)。 (31¥ 


仿 p1=q，、91= -rri=0， 则 (30) 成 立 ， 且 由 《28)、(29) 

和 (31) 得 
x=pq—cr:, y= — prt+g’, 2~hkh=b(gqs—crs), (32) 
2k=a(ps+cqs+crs—3cpar) ~ blgqs— crs)o (33) 


现在 令 c= ， 则 (33) 和 (25) 分 别 为 


22:— kh:=abx*+b*yo (35) 

今 h=27ab?d， 且 由 bx,6z 代 x,z, 则 (35) 给 出 
2 =abix+ y+ (27abd)’, 

为 了 证 明 我 们 的 结论 ， 具 要 证 明 有 无 穷 多 组 解 p，4, r+ 满足 
(34) 即 可 。 此 时 令 p=36 钱 ，g= 了 ,r=3aZ， 注 意 &= 
27ab*d，(34) 给 出 

2d=bX +2a23 ~ XYZo 
容易 知道 ， 这 个 方程 有 无 究 多 组 解 。 证 毕 。 


这 种 类 型 的 两 个 简单 方程 是 
22=X3+y, (XxX,y)=1, (36) 
和 
922= x+ ys, (X,Yy)=1。 (37) 


〈36) 有 无 穷 多 组 解 ， 如 
= -4p’*q+4g’, y=p*+8pg’。 
尺 odeja0 ?1 彻底 解决 了 方程 (37)。Georgikopoulous's 9 给 出 
了 方程 
2 = x3+4ys, (X,Yy)= (yy,2)= (2,x%) =1 
网 全 部 整数 解 ， 它 们 都 包含 在 
x=p(p +g), y=g(g ~ 2p), 


tz=p* ~10p*g’? ~2g° 
中 。 
另 一 个 类 似 的 问题 是 ， 设 g(x,y) 是 二 次 的 或 三 次 的 多 
项 式 ， 则 方程 
23=9(7yy) (38) 
是 否 有 无 穷 多 组 解 〈 如 果 有 解 的 话 ) ? 一 个 简单 的 结果 是 
定理 17 设 g(x,y)=ps+lx+tmyt+tax:++Lxyt+cy’y 
(1,m) = 1， 则 方程 (38) 有 无 穷 多 组 解 。 
这 个 定理 的 证 明 十 分 容易 。 例 如 可 设 1= 1，m =0， 再 令 
X=3p? 针 ，2= pt+ 针 ，v=t{ 久 即 可 得 。 
Euler 证 明了 方程 xs+ y*=2zs 仅 有 x= 土 y 的 有 理解 
(或 整数 解 )， 利 用 这 个 结果 记 可 证 明 3y? = x? -1 仅 有 y=0 
的 整数 解 。 
了 。 其 他 的 一 些 三 元 三 次 竺 番 图 方程 
1952 年 ，Mordell 2 考虑 了 丢 番 图 方程 
axs thbys+ce=xyz (39) 
' 的 可 解 性 ， 这 里 a,b,c 均 是 整数 。 他 证 明了 
定理 18 方程 (39) 有 无 穷 多 组 解 x,y 满 足 (x,y) = 1。 
利用 一 些 相 关 序 列 的 性 质 ， 还 可 证 明 
定理 19 ”于 番 图 方程 x?+y?-x-yt1=Xy2, x>0， 
.>0 仅 有 解 x=y= 1。 
定理 20 ” 丢 番 图 方程 
XTY+1I= XYy2 (40) 
仅 有 正 整 数 解 (x, y, 2)= (3,14,1)，(2,9,1)，(2,3,2)， 
(5,14,2),(1,2,2)，(1,1,3),，(5,9,3),《3,2,5) 和 (2,1， 
:5) ,但 方程 (40) 却 有 无 穷 多 组 整数 解 。 
定理 20 是 Mohanty's ”于 1977 年 才 得 到 的 ， 他 同时 还 
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证 明了 天 番 图 方程 

x ty — y+t1l= XYy2 (41) 
有 无 穷 多 组 正 整 数 解 。 

求 出 方程 (40) 的 全 部 正 整数 解 是 容易 的 。 首 先 ， 我们 指 
出 ,求解 方程 (40) 与 解 x| y+1 且 yl xs+1 是 等 价 的 。 因 为 由 
(40) 易 知 x| y+1 且 y| x +1。 反 过 来 有 xy| (x*+1)(y+1)， 
推出 xyl x ?+ y+1， 故 有 整数 ?存在 使 得 x: + y+1= xyz。 
这 样 ， 我 们 可 设 
y+1=Xxr, x +1= sy, +r>0, s>0, 

由 此 知 

srx—1)=x*+1, 
故 有 x(sr 一 x?)=s+1。 设 s7 一 x:=n， 则 xn=s+1。 我们 
有 

X= sr—-n=r(xn—1)—- n=rxn- (n+r), 

由 此 知 rn>>x， 可 设 rn= x+R，R>0, 这 时 上 式 给 出 xR=7+ 
n。 从 rn =x+hk 和 xk=r+n 我 们 得 到 


(na—1)(r-1)+ (x—1)(k—1)=2, (42) 

由 于 (42) 的 左 端 每 一 项 均 是 非 负 的 ， 故 有 三 种 情形 ; 
(n~—1)(r-1)=0, (x—-1)(k~-1)=2, (43) 
(n~—1)(r—-1)=2, (x—1)(k—1)=0, (44) 
(n—1)(r—1)=1, (x—-1)(k-1)=1, (45) 


从 (43) 式 知 ,方程 (40) 仅 有 正 整 数 解 (x,y) = (2,1),(2,9)， 
《3,2) 和 (3,14)。 由 (44) 式 得 出 (x,3)= (1,1), (1,2)，(5， 
9) 和 (5,14)。 下 (45) 得 出 (x,y) = (2,3)。 因 此 (40) 的 全 部 正 . 
整数 解 为 (x,y) = (3,2), (3,14), (2,1),(2,9), (1,1),(1, 


本 、 pp 十 汶 十 . 
2) ,5,9),《5,14) 利 (2,3)。 相 谋 航 z= 1 5,. 
XY ’ 
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1,3,2,3,2 和 2。 上 此外， 方程 (40) 显 然 有 无 穷 多 组 整数 解 ， 例 
M(x,y,2)= (0,—1,2),(—1,0,2), (Xx, ~— (x*+1),0),(x, 
—1,— xXx), (—1,y,—1), (x,— (x:—x+1), ~—1), (x, 
一 (x+1),1 一 x),( 一 +:,7r 3 一 1,7)(x,r 2) 等 等 。 
这 种 类 型 的 丢 番 图 方程 ， 我 们 通过 所 请 的 序列 链 的 讨 
论 ， 容 易 给 出 它们 的 无 穷 多 组 解 。 一 个 正 整 数 序列 {4;} 的 最 
小 三 项 是 满足 4 14:.1=4* 二 1 的 任 给 的 常数 项 则 由 
4 da = 4 十 1 定义 的 正 整数 序列 4;} 称 为 序列 链 。 
(a) 如 果 对 某 些 i，4. = 4 1， 则 有 序列 链 : - 
,9,251,1,2,9, "* 
(6) 如 果 对 某 些 i，4; = 4 3, 则 由 zit = 好- +1 推 
出 旭 = 吉 .1+1。 由 丢 番 图 方程 x**+1= y* ( 见 82) 仅 有 正 整 
数 解 x =2，y = 3 知 , 序 列 链 是 …,915,14,3,2,3,14, 915， 
。 册 于 容易 知道 ， 两 个 正 整数 x,y 满 足 x|y ?+1 县 y|x?+ 
1 的 充 要 条 件 是 它们 是 一 个 序列 链 的 两 个 常数 项 。 故 (a) 和 
xb) 给 出 方程 x，”+ y +1=xyz 有 无 穷 多 组 正 整数 解 。 
可 以 证 明 以 上 定义 的 序列 链 有 无 穷 多 个 。 
我 们 也 可 以 推广 序列 链 的 定义 。 设 (x)，g (x) 是 两 个 
具有 如 下 形式 的 整 系数 多 项 式 ， 
f(x)=X"tarx” tasx” + +a x taxt1, 
OX) =x" thxX" 1 二 DoX ++ Xx:+hixt+1lo 
则 对 任 给 的 正 整数 xu,xiy,yoy yi 满足 
Xoxi= 了 (yo)， yoy1 = g(xX0), 
定义 一 对 序列 {x,}，{y,} (n=1,2,"…) 满足 
Kani = ys), Ve = 9(X,)o 
Mohanty' 3! 已 经 证 明 ， 这 样 的 序列 对 有 无 限 多 个 。 
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8》5 四 元 三 次 丢 番 图 方程 


现在 我 们 米 研 究 丢 番 图 方程 
XI+Yy Tt2 +w = (1> 
的 整数 解 。 
I.。 =0 的 情形 。 此 时 方程 (1) 即 为 
(2) 


XxX +y +23+1w3 =0, 
由 于 用 两 种 方法 表 一 个 数 为 两 立方 数 之 和 的 研究 ， 已 经 给 出 
方程 (2) 很 多 解 的 例子 ， 例 如 ， 
1729=103+93=123+13,23+343=153+333， 
93 十 153 =23 十 163， 
等 等 。 关 于 方程 (2 ) 的 含 参数 的 整数 解 也 有 过 一 些 工 作 ， 例 


如 ,1830 年 ,Baba 找 到 了 解 x = (s5 一 4)s,y = 一 (s° +8)s， 
2=8" +6s3 一 4，UW= 一 se+6ss+4 1873 年 ，Kroneck 


找到 了 解 

X=6S5t/+(GtS)1r +3(G 下 S)tA2， 

y=6s3tf— (ts)tr 3(tts)tf’, 

2= 一 6sf f+(stt)sr+3(s Ft)sf?, 

w= -6st3f- (stt)sr- 3(s Ft)sf’, 

这 里 r = s“+s?1?+14; 1913 年 ，Osborn 又 找到 了 另外 的 解 
X=5—7st+63, y=8s*— 20st— 421°, 
2=—9s?+7st-71?, w=6s?+20st— 561?, 


一 个 古老 的 问题 是 ， 能 否 给 出 方程 ( 2 ) 的 全 部 整数 解 的 
表达 式 ? 这 个 问题 一 直 没 有 解决 。 最 近 ， 范 绍 秀 给 出 了 方程 . 


(2) 的 更 为 一 般 的 解 ， 即 
定理 1 丢 番 图 方程 (2) 有 整数 解 ; 
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X=am-bn, y= ~ (bm+auntbn), 
2=—- (dm-cn), w= — (cm+ dm+ dn), (3) 
这 里 a,5,c,d€E2, 且 
m= (at2b)(a* tab t+b)- (c~d)(c*+cd+d’), 
‘(a—-b)(at+abt+b’)—- (c+2d)(c*+cd+d’) 
n= 当 m0 时 3 
.khEZ, 当 m=0 时 。 


证 仅 需 验证 由 (3) 给 出 的 表达 式 确 为 (2) 的 解 。 这 是 因 
为 如 果 m=0,， 则 有 2=R， 所 以 (3) 给 出 x = 一 bh， y= 一 
(a+b)k, 2=cR,wW=—dhk, 而 m=(atb) +b -c+d’= 
0， 改 (3) 在 m = 0 时 是 (2) 的 解 。 现 设 m 二 0。 由 (3) 给 出 

X+y=(a-b)m— (at26)n, 
z+tw=—(ct2d)m+(c—- d)n, 
X XYty = (a +abto) m+mnt+n’:), 
2 ~ ZwW+wWw?= (c+cd+d’)(m?: +mn+n:)o 
故 有 
XY tI tw = (+ yx ~ xy+y!) 
+ (2+w)(2*— zwt+w’) 
={[(a-b)(a*+ab+b’)— (c+2d) (ce? +ced+d’)]m 
-Ll(a+26)(a? +ab+b’)—- (ec-d)(c:+cd 
+d?)In}j(m?: tmnt+n?:) =0, 
这 里 最 后 一 个 等 号 只 要 把 m，n 代入 即 得 。 这 就 证 明 (3) 是 
(2) 的 解 。 证 毕 。 

不 难 验 证 ，Baba，Kroneck 和 Osborn 等 的 参数 解 均 包 
含 在 (3) 中 。 例 如 ,Baba 的 解 是 (3) 当 a = -st+2s,6 =2s4+ 
23S，c=3S -2, d=—2s3~2, m=ss 和 n= 一 ss+2 时 的 
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特例 ( 注 ， 这 里 m 和 # 已 约 去 公 因 子 9(5* 4+1)(ss +258? +4))。 
利用 文 [54] 中 的 方法 ， 还 可 以 用 已 知 的 方程 (2) 的 有 理 
解 来 构造 全 部 整数 解 。 例 如 ， 由 Euler 提 出 ， 并 经 Binet 完 
善 地 求 方程 (2) 的 全 部 有 理解 可 按 下 述 方法 进行 ， 
首先 ， 求 出 丢 番 图 方程 
WS-+raW(X*+Y?+Z)+6XYZ=0 (4) 
的 全 部 有 理解 。 用 行列 式 夷 达 (4) 式 为 
:IW 3Z -3Y 
-2 WW 3X | =0, 
' yy -XxX Wy | 
故 必 有 不 全 为 0 的 整数 a,5,c, (a,5,c) =1， 使 
Wa+3Z60— 3Y c=0, 
~ Zat+Wb+3Xc=0, 
Ya- Xb+We=0, 
册 此 联 立 方程 可 解 出 
W = -6pabc, X=pala’+3b+3c2), 
VY =pb(a?+36*+9c), Z=3pc(a? +6?+3c7), 
此 处 p 为 有 理 数 。 


令 


Wy= (atpBty+6), X=F(atp-»-6), 
Y= 


(a- B+y-6), Z = 了 (zc- p-?+0)， 
a=5W+X+Y+7), BW+X-Y -2), | 


(5) 
(W-X+Y-2), 6= 寺 (WX- Y +2)。 


则 由 (4) 式 容易 验证 
cs+p+?3+63=0。 
这 就 有 ，、 方 程 (2) 的 全 部 有 理解 由 (5) 式 表 出 。 现 在 ， 我们 说 
明 如 何 从 方程 (2) 的 有 理解 构造 整数 解 。 在 (5) 中， 不 妨 设 
球 - 半 -下 +Zs0， 令 
ML J+X+Y+Z mm, _W+X-Y-2 
nm I-X-Y+2? n, © WB-R-Y+Z? 


m: ,HH-X+Y-Z 
n WW-XLYIZ, 


m1: ~ 6abc+a(la? +3b’?+3c°)+ 


n: 一 6apc 一 a(a2 +307 十 3c2:) 一 


bla? + 3b?*+9c*)+3c(a: +b? +3c’) 
ba +3b? +9c)+3c(a +b*+3c7)” 


m2 _~6abct+ta(la*+36*+3c)— | 


nn; ~6uc-a(la?+ 30:+3c7)~ 


_» ba’+3b*+9c’)— 3c(a? +b?+3c) 
bla?+36*+9c’)+3c(a? +6: +3c2)? 


ms ,~6abc~ala’ +360°+3c:)+ 


ns 6abc—-a(a’+3b?+3c)— 


bla’*+3b*+9c’)—3c(a 十 02 二 3c2) 
bla? +3b*+9c*)+3c(at 十 02 十 3c2)? 

此 处 (a,6,c) =1， (m:;,1;)=1 (i=1,2,3)。 于 是 我 们 有 
定理 2 丢 番 图 方程 (2) 的 全 部 整数 解 可 表 为 


pm mm 
%=h Ln ,na , ts], =k Ln na, ns], 
1 2 
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z=h"3 [nisn2 ,nsd, w=hkCn,n,, ns] 
Rs 


其 中 & 是 任意 整数 。 
一 6+7+13+15_ 29 


一 一 一 所 m1 一 和 -= 一 - 
例如 取 a = = c=1， 则 n, = 二 627213+15 二 11， 


二 1 9 的 = -1-， 此 时 [ni,n2,ns]=11， 帮 得 (2》 


的 整数 解 x = 一 29&8，y =27k&,， Zz =15k,，w=11k,，kEZ。 但 
是 ， 这 种 形式 的 解 不 是 原 问题 要 求 的 解 。 

I 。2# 反 0。 此 时 不 妨 设 *>0。 首 先 我 们 指出 ， 在 x 三 3 
(mod6)，n 三 土 ]，+7，+8(mod18) 时 ， 方程 (1) 均 有 整数 
解 。 这 是 因为 

6kh+3=R+(—k+4) + (2k—5) +(—2h+4)?, 

18R+1= (3k+30)?+(— 3k—26):+(—2k-23)3 
+ (2k +14)’, 
18k+7=(k+2)3+ (6k—1): + (8k— 2)s+(— 9k+2):, 

18k+8=(k—5) +(—hk+14)? + (3k— 30)s 

+(—3k+29)?。 

历史 上 ， 曾 经 有 过 这 样 一 个 问题 ， 是 否 对 每 一 个 x， 方 
程 (1) 均 有 整数 解 ? 在 n 关 土 4(mod9) 时 ,这 个 问题 得 到 了 肯定 
的 回答 。 目 前 ， 人 们 已 经 证 明 n 二 1000 时 ， 方 程 (11) 均 有 整数 
解 。 利 用 Gauss 关于 二 元 二 次 丢 番 图 方程 的 结果 ,还 可 证 朋 ， 
方程 (1) 有 解 时 ， 将 有 无 穷 多 组 。 例 如 ，Mordell5 3 证 明了 

定理 3 如 果 方 程 (1) 有 一 组 解 (x,y,z,w) = (a,b,c， 
d), 使 得 -~ (oa+pb)(c+dad)>0 不 是 平方 数 ， 且 as 或 csd， 
则 方程 (1 ) 有 无 穷 多 组 解 。 

证 令 x=atX,，y=b- 久 ,z=c+Y,w=d-Y, 
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代入 方程 (1 ) 得 
(a+b)X:+(at -bX+(ec+rd)Y ?+(e -dd)Y 
=0。 (6) 
方程 (6) 是 一 个 二 元 二 次 丢 番 图 方程 ， 由 第 五 章 $4 定 理 1 知 ， 
在 DD = -4(o+5)(c+d)>0 不 是 平方 数 ， 和 
AM 和 = 一 (e+pb)(c2z 一 qd2)2 一 (c++d)(a2 一品 2) 
= 一 (ao+b)(c+ad)LCctad)(c 一 ad) 
+(a+pb)(o 一 bb)2] 三 0 (7) 
时 ， 方 程 (6) 有 无 穷 多 组 解 世 ,了 ， 从 而 方程 (1) 有 无 穷 多 组 
解 x,y。 现 在 由 - (e+p)(c+d)>0 不 是 平方 数 知 忆 >0 且 不 
是 平方 数 。 下 面 证 明 (7) 式 成 立 。 假 设 (7) 不 成 立 ， 即 有 -41 = 
0， 推 出 
(c+d)(ce-d):*+(a+b)(a- 8)?=0, 
故 有 
—- (gatb)(c+td)(a-6)*= (ec?— d?)?, (8) 
如 果 zsb， 则 (8) 给 出 - (e+p)(e+d) 是 一 平方 数 ， 与 假设 
矛盾 。 故 推出 a =56， 且 由 (8) 给 出 c= d， 这 仍 与 假设 a 二 6 或 
csd 矛盾 。 这 就 证 明了 我 们 的 定理 。 
由 定理 3 ,容易 推出 上 = 1,2,3 时 均 有 无 穷 多 组 解 。 
此 外 ， 利 用 简单 同 余 法 还 可 给 出 更 为 一 般 的 丢 番 图 方程 
axs +bys+cz?+dw’?=n (9) 
的 解 。 例 如 根据 x? 二 0，+1(mod9),，x=0, +1(mod7)， 
对 (9) 取 模 9 或 模 7 可 给 出 一 些 结果 。 
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第 七 党 ”四 次 竺 番 图 方程 


四 次 委 番 图 方程 一 直 吸 引 着 人 们 的 注意 ， 这 方面 的 研究 
己 获 得 大 量 的 成 果 。 直 到 今天 ,人 们 对 它 的 一 些 基 本 类 型 还 怀 
有 浓厚 的 兴趣 。 但 是 ,即使 对 于 二 元 四 次 的 委 番 图 方程 ， 解 决 
它 也 并 不 简单 。 我 们 在 第 一 章 曾 提 到 的 Ljunggren 证 明 方程 
x* 一 2y4= 一 1 仅 有 两 组 正 整 数 解 (x,y) = (1,1) 和 (239,13) 
就 是 一 个 例子 ， 他 用 了 非常 复杂 且 很 深刻 的 方法 才 给 出 了 这 
一 结论 的 证 明 。 | 

对 于 四 次 丢 镍 图 方程 ，L.junggrena，Mordell，Cohn， 
柯 召 和 和 孙 琦 以 及 曹 珍 富 等 均 有 过 大 量 的 工作 。 对 各 种 基本 类 
型 ， 己 得 出 了 一 系列 的 结果 。 本 章 的 月 的 就 是 介绍 这 方面 的 
成 果 和 和 问题 。 


$1 于 番 图 方程 ?x 一 Dy?=1(a=1,2) 


二 元 四 次 丢 番 图 方程 最 基本 的 问题 是 ，Pell 方 程 解 的 序 
列 〈 称 为 Pell 序列 ) 中 是 否 含有 形 为 ax?: 的 数 ? 一 般 地 ， 方 
程 
Xx? 一 Dy?=M 术 ，D >>0 不 是 平方 数 ， 
如 果 有 解 ， 则 它 的 解 由 有 限 个 递 推 序列 给 出 ， 那 么 这 些 递 推 
序列 中 含有 ax: 形 的 数 吗 ? 这 个 问题 的 实质 是 问 方程 a? x* 
刀 y? = 讲 或 x Da?y*= MM 是 否 有 解 ? 本 节 我 们 讨论 一 些 
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特殊 的 情形 。 


对 于 委 番 图 方程 
Xx4 一 Dy?=1，D>>0 且 不 是 平方 数 ， (1》 
首先 由 Lijunggren'"! 于 1942 年 通过 研究 二 次 域 和 四 次 域 的 单 
位 数 证 明了 


定理 1 对 给 定 的 忆 , 方 程 (1) 最 多 有 两 组 正 整 数 解 。 
对 于 D =1785， 方 程 (4) 有 两 组 正 整数 解 x=13，2》 = 4 和 
X=239，y =1352。 
1966 年 ，Ljunggren'2 又 解决 了 刀 =p 是 一 个 奇 素数 的 
情形 ， 即 有 
定理 2 设 D=p 是 一 个 奇 素数 ， 则 方程 (1) 除 开 户 = 5. 
仅 有 解 x =3，y =4 和 p = 29 仅 有 解 x=99，y=1820 外 ， 无 
其 他 的 正 整数 解 。 . 
证 设 x，y 是 方程 (1) 的 正 整数 解 。 如 果 2|x, 则 (x? 一 
1，xX? 十 1)=1， 故 (1) 给 出 
X 士 1= 力 212，X2 二 1=ya2，y= yy 
但 此 由 x? 干 1= y,* 知 不 可 能 。 现 设 2+x， 则 (1) 给 出 
Xl1=2py1*, XTF1l=2ys, y=2y1Y20 《2 
这 里 (y 1， y2)=1。 由 第 五 章 $5 的 定理 4 知 ， (2) 给 出 
X 十 1=20212，X2 一 =2ya2， y=2y1y1o (3 
此 由 前 两 式 得 出 x? =py1?+y，*。 由 (3) 易 知 21ys，2+x> 
故 由 x? 一 y,?= py1?: 得 出 
X 士 ya = pa, YX 于 ya = y=, 


», 2 2 
这 就 有 x = 站 y1 = ao， 代 入 (3) 的 第 一 式 得 出 


WU2 一 302 \? 
(es 了 ) +1=2v04, 
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下 由 Lijanggren 关于 方程 x2-2y4= -1 的 定理 知 ， 仪 有 
一. =1, v2 =1 和 一- =239，v? =169。 分 别 


给 出 定理 中 的 p =5 和 p =29 的 情形 。 证 毕 。 

1966 年 ，Cohn 1 讨论 使 方程 X*- DY? = -4 有 奇数 
解 的 情形 ， 但 是 Cohn 遇 到 了 当时 无 法 解决 的 方程 

3x*—2y:=1。6 

1967 年 ，CohnT 和 Bumby's! 分 别 独 立地 证 明了 上 述 
方程 仅 有 两 组 正 整 数 解 =1，y =1 和 x=3，y=11。 因 此 
他 们 证 明了 

定理 3 设 妃 使 得 方程 X 2 一 忆 了 : = -4 有 奇数 解 ， 则 
方程 (1) 除 开 D=5, x=3, y=4 和 DD=29,， x=99， y= 
1820 外 ， 无 其 他 的 正 整数 解 。 

Cohnt'l 还 进一步 证 明了 

定理 4 设 D 使 了 XX?- DY?= 一 4 无 奇数 解 ， 而 XX* 一 
DY?*=4 有 奇数 解 ， 则 方程 (1) 除 开 D =725 仅 有 解 x = 99， 
》= 364 外 ， 无 其 他 的 正 整 数 解 。 

1975 年 ， 柯 召 和 和 孙 琦 以 及 Cohnt 分 别 证 明了 

定理 5 设 D 二 3(mod8)， 且 Pell 方 程 4*- Du?:=1 的 
基本 解 e = wo+vow 满足 214。， 则 方程 (1) 无 正 整数 解 。 

定理 6 设 D 使 得 方程 w: - Dv? = 2 或 -~ 2 之 一 有 解 ， 则 
方程 (1) 除 开刀 =6 仅 有 解 x=7，?y= 20 外 ， 无 其 他 的 正 整数 
解 。 . 。 ， 

定理 6 在 第 二 章 86 的 例 2 中 给 出 了 一 个 证 明 。 

1979 年 ， 柯 召 和 和 孙 琦 "1 又 解决 了 D = 20， 为 一 个 奇 素 
数 的 情形 。 但 证 明 中 用 到 了 Ljunggren 关于 方程 x? -2y*= 
- 工 的 结果 。1983 年 ， 他 们 ?给 出 了 刀 =25 的 一 个 不 用 
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Ljunggren 定 理 的 初等 证 明 ， 即 有 

定理 7 设 九 =20， 是 一 个 奇 素数 ， 则 方程 (1) 除 开 
也 =6，x=7，y=20 外 ， 无 其 他 的 正 整 数 解 。 

对 于 DD= pq，p, 9 为 不 同 的 奇 素数 ， 柯 召 和 孙 琦 还 有 大 
景 的 工作 《〈 人 参阅 [11]~[13]) ， 例 如 证 明了 

定理 8 设 D= pq，p,q 是 不 同 的 索 数 ， 则 在 

1) p 三 17(mo124)，9 三 3(mod8) 时 ,或 

2) p 三 5(mod24)，9g 三 23(mod24) 时 ,或 


3) p 三 5(mod24) ,gg 三 3(mod8), (2 )=1 时 ,方程 


(1 ) 均 无 正 整数 解 。 

1980 年 ， 柯 召 和 孙 琦 2 对 已 的 较为 一 般 的 情形 进行 了 
研究 ， 证 明了 如 下 的 四 个 定理 。 

定理 9 设 D 志 7(mod8),D=pi…p,，s 之 2,，p; (i= 
1，…，3) 是 不 同 的 奇 素数 ， 则 当 

1) p==l1(mod4), 有 2p) =a?+b?, a=+3(mod8), 


b=+3(mod8) 或 对 菜 个 j,2<j<s,( 加 ")= -1 和 
1 


2) pj; 三 7(mod8) (=2，…，3S) 或 bp; 三 3(mod8) 
(i=2,.…,s) 时 ， 
方程 (1) 无 正 整数 解 。 

定理 10 设 刀 = 六 …bD:，s 二 2，b;=3(mod4)(i= 1， 
… ,5) 是 不 同 的 奇 素数 ， 则 方程 (1) 无 正 整数 解 。 

定理 11 设 D=2p,…p,，s 之 2，p;(i=1,…,s) 是 不 
同 的 奇 素数 ， 则 当 

1) pi=1(mod4), p;=7(mod8)(i=2,..,5), 有 HB 2p1 
=a?+b*，4 三 土 3(mod8)，b 三 十 3(mod8) 或 对 某 个 j，2 声 
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j<s, (#5)= 一 二 或 


1 

2) pi 二 5(mod8), p ;三 3(moi8)(i=2,.…,s) 时 , 或 

3) pi=5(mod8), pj;=7(mod8)(i=2,…,s) 时 , 
方程 (1) 均 无 正 整 数 解 。 

定理 12 设 D=2p1…p,，s 宇 2,p ,三 3(mod4) (i=1, 
…,5) 均 是 素数 ， 则 方程 (1) 无 正 整数 解 。 

1981 年 ， 草 珍 富 !!5 证 明了 ， 在 Pell 方程 XX*-DY?= 
一 1 有 整数 解 时 ， 方 程 届 ) 的 正 整 数 解 x,y 不 满足 


x*+ywD=e:", m>0, 
这 里 =4,+vowv DD 是 Pell 方 程 vz Dv? = 1 的 基本 解 。 换 


句 话说， 设 6 是 全 :~ DY := -1 的 基本 解 ，5 满 足 65 = - 
1， 则 


x 


4m Sam 
二 m>0。 


利用 这 个 结果 ， 我 们 给 出 了 D = pg 的 几 个 结果 ， 特 别 地 ， 我 
们 有 "1 和 设 D 二 0(mod2) 或 D=18，17(mod24) 且 Pel! 方 
程 X 一刀 了 = -1 有 整数 解 ， 则 方程 (1) 无 正 整 数 解 。1983 
年 ， 草 珍 富 1 进一步 获得 了 . 
定理 13 设 D=1(mod2),， 且 Pell 方 程 w*- Dv*=1 的 


基本 解 4。+vow DD 满足 rjus+1, 7 三 3(mod4) 是 某 个 素 
数 ， 则 方程 (1) 无 正 整数 解 。 

由 定理 13 立 即 推出 柯 召 和 孙 琦 的 定理 5。 例 如 ， 在 刀 = 
34mod8) 和 2j2o 时 ， 由 xo2: 一 站 oo2 =1 得 出 so 一 2(mod4)， 
故 rl ze +1I 三 3(mod4)。 

下 面 我 们 给 出 定理 13 的 另 一 个 推论 ; 
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推论 1 设 D=pbp,…p,，5s 宇 2， 思 ; (i =1],…，5) 蚌 不 同 
的 奇 素数 ， 则 在 

1) p, 三 3(mod4)(i=1,…,s) 时 ,或 

2) pi 二 1(mod4),，p ;三 3(mod4) (i=2,…,s)， 且 对 
某 个 j，2<j<<s， 2,=7(mod8) ，( 卫 二)= -1 时 ， 或 

pi 

3) D7(mod8), pi1=1 (mod4), p ;=3(moi4) 
bp; \_ i 
pi = ! 时 ， 


(i=2,…,5)， 且 对 某 个 j，2<j<s,( 
方程 0) 均 元 正 整 数 解 。 
证 设 4uo +oov 刀 是 Pell 方 程 既 -- Dv?=1 的 基本 解 ， 
则 有 zxo? - Dv。?=1， 于 是 
(uo0~1)(uo+1)= Dvo’。 (4) 
如 果 2|4o， 则 (wo 一 1，4。+1)=1， 故 (4) 给 出 
uo—1= Dv uot+1= Dv, vo=vVso (5) 
由 定理 13 知 ， 刀 :不 能 含有 4& + 3 型 的 素 因子 ， 故 DD, =1 或 
了 1。 当 DD，=1 时 ，(5) 给 出 0, Dv,:=2， 此 时 由 定理 6 知 
方程 (1) 无 正 整数 解 。 
当 吕 ,=p 时 ， 只 需 证 明 条 件 2)、3) 的 情形 。 首 先 在 条 
件 2) 时 ，(5) 给 出 
piv2.*— p2'psv01*=2, 


此 给 出 对 每 一 个 j,2<j<s,( 各) = (二 )。 但 由 p=1 


《mod4)， 存在 j, 2<j<s,，p;==7(mod8) 知 (也 二 ) = 
(2 )=(2- -)= 1, 与 假设 (名 ) = - 1 矛盾 。 在 条 件 3) 
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时 ， 由 于 2|u。， 由 定理 13 知 必 有 4|u。， 故 对 4o? -Duoo2z=1 
取 横 8 知 吕 三 7(mod8)， 与 假设 D7(mod8) 矛 盾 。 
如 果 2+4。， 则 (4) 式 给 出 
uo —1=2D1v01?:, uo+1=2D,v,?, vo = 201V,0 (6) 
这 里 ">0，vs>>0， 且 (oil，vz)= 1。 由 定理 13 知 D;=1 或 
bi。 当 六 ;=1 时 ，(6) 给 出 ui 一 站 oo =1， 但 uo=2uios> 
250 与 oo 的 最 小 性 矛盾 。 故 刀 。= bi: 此 时 只 要 考虑 2).3) 的 
情形 。 由 (6) 给 出 
访 102 一 力 ? :012 =1, (7) 


故 在 存在 j，2<j<s， (2 ) = -1 时 ， 上 式 显然 不 可 能 。 
这 就 证 明了 推论 。 证 毕 。 
因为 在 (7) 有 解 时 ， 方 程 (1) 给 出 


non QO 
2 2 -= 到 ,有关 0， (8) 


这 里 se 满足 ee=1 9 Q=vv pr tv paps 9 QD= 
1。 由 (8) 知 


| 2p:(2 2 ) 当 2+n， 
X2 十 1 = | ， 二 
EY) sa 


由 第 五 章 85 可 知 ，2|n 时 容易 处 理 ， 而 2+4 时 ， 得 出 方程 
% +1=20:7i2。 由 Lienen 定 理 ( 见 第 五 章 83) 知 ， 在 2 = 
4?+6?，a 三 二 3(mod8)，6b 二 十 3(mod8) 时 ， 方程 x2+1= 
2p1y1: 无 解 。 故 可 得 

推论 2 设 D 才 7(mod8),，D =pi…p;，s 之 2, p;(i= 
1,…，s) 是 不 同 的 素数 ， 且 2p1 =a?+6b*，a 三 土 3(mod8)， 
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8 三 土 3s(mod8) 和 p; 震 3(mod4) (=2，…S)， 则 方程 (1) 无 
正 整数 解 。 

为 了 证 明定 理 13， 我 们 首先 证 明 一 个 引 理 。 加 

引 理 ” 设 Pell 方 程 4? ~- Dv? =1 的 基本 解 uo +vov 品 满 
足 r|4uo+1，? 三 7(mod8)〉 是 某 个 素数 ， 则 方程 (1) 无 下 整数 
解 。 

证 设 e = 如 +oov 万 ,se=a -vovVD， 则 (1) 给 出 


2 -8 十 6 
2 


在 rluo+1, ?三 3(mod4) 是 某 个 素数 时 ， 对 (9) 式 取 模 r 知 . 
21n。 设 #=2n1，#1 之 0， 则 (9) 给 出 


XX ，1 盖 0， (9) 


2n1 1 ,2n1 ~ Nl nN 
X2+1=e +é 2 = 2 人 一 ) ，(10 小 
(10) 式 是 一 个 Pell 方 程 ， 解 之 得 
N11 on 2m+1 m2mt1l 
2 2 e =- m >0, (11) 


其 中 p=1+v 坟 ,P=1~-vVF, pp = -1。 由 于 柯 召 和 和 孙 . 
琦 i" 证 明了 方程 


. 2 
无 解 ， 故 (11) 中 的 4 ,满足 2+4,。 于 是 对 (11) 了 到 模 r 得 


好 1 


2mti 2mtt nt 
2 了 三 ~1(modr)。 《12)， 


0D2P8 十 1 一 p2mtl 
2 2 


| — 2m1 十 — p 2m1+! 
2m 2m Pp: 及 一 一 ) 
A ， 


一 当 m =2m1，mi 字 0 时 ; 


D2m1 十 1 一 ee!) 
2 也 9 


当 m =2m1 +1，110 时 。 


2 PP) =- 1 
和 $s 2(- 2 于 1， 故 


: (Pp2m1 +2 + p 2rn1 +2)( 


Pp2m1+1 一 p2m1+1 Ts 给 
r+ 7 ， 所 以 (12) 式 给 出 
p21+ p’' 寺 0(modr)，1=mi 或 m1 +1o (13) 


在 r 三 7(mod8) 时 ,r+2t?+1。 但 
21 4. 21\N2 
(2- 这 2) 212 = 1 


与 (13) 式 矛盾 。 这 就 证 明了 引 理 。 证 毕 。 
定理 13 的 证 明 ， 此 时 由 引 理 证 明知 ，(13) 式 之 前 的 证 明 
均 成 立 。 于 是 将 (10) 式 代入 (1) 得 出 
2X2 一 1=8Dyi2， y=42a 人 (人 3 -), 
这 由 前 一 式 又 得 
YX 土 1= 4la?, x 二 1 =2kb’, D=Ik, yi1=ab, 2+6, (14) 
其 中 (1,k)=1，(a,6) =1。 现 由 (10) 解 出 x 得 


_ .02 二 TI 十 p2m+1 


2 和 一 ，m 之 0, p=1+tvV 2， pp = -1 
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故 重 复 第 五 章 85 的 定理 4 的 证 明 参 阅 [171) 可 知 (14) 给 出 
hb —2l12g1t =1, hb,4—21,?4a,4= 一 1， (15) 
其 中 1=1,，a=a1qs， 上 =kikh,，b =b15b;; 且 注意 到 (13) 式 
知 ri81.01*， ?+ 三 3(mod4) 是 某 个 素数 。 由 (15) 的 第 一 式 得 

Eid? tt1=4u, Ribl: TT1=20, 2 = a’, 
由 r1&151 及 r+44? +1 知 ， 此 仅 有 

Rib1 +1=4u, kb —1=2v*, 2uv=l,al’, 
从 而 

V2 —24:= —1, 2uv=1al?o (16) 

因为 D1(mod2)，1 DD， 放 1 三 1(mod2)。 由 2+v 知 (16》 
的 后 一 式 给 出 214， 但 (16) 的 第 一 式 给 出 21+14， 邯 盾 。 这 就 
证 明了 我 们 的 定理 。 证 毕 。 

让 类 似 的 方法 ， 曹 珍 富 "还 研究 了 DD =2p.…p ,的 
情形 ， 证 明了 

定理 14 设 D=2p,…p,，s 之 2，p;(i=1,…,s) 是 不 
同 的 奇 素数 ， 则 在 

1) pl 圭 5(mod8), p; 二 3(mod4)(i=2,…,s) 有 时， 或 


2) pi=i(mod8), p;=3(mod4)(i=2,…,s), 且 
2p1=0*+b?，a 圭 士 3(mod8)，6b 三 土 3(mod8) 或 对 某 个 j， 


方程 (1) 除 开 D =210 仅 有 人 解 x =41，y = 116 和 =184030 仅 

有 解 x =47321，y = 5219916 外 ， 无 其 他 的 正 整 数 解 。 
定理 15 设 DD 去 7(mod8)，D =p1…p;，s 之 3， 则 在 
1) pl 三 Pp 二 1(modd), pp; 三 3(mod4) (i=3,.…,Ss), 


(各 )= -1 且 存 在 j，3<j<s, 使 (2 )= (加) 时， 
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或 
2) pi=ps=1(mod4), p;=3(mod4) (i=3,.",5s), 


且 存 在 ，3<j<s, 使 2) = -1 (了 ' )=1 和 2p,= 


uz?+b?，4d 三 土 3(mod8)，0 三 土 3(mod8) 时 ,或 
3) pi 三 1(mod12), p, 寺 5(mod12), pi; 三 3(mod4) 


(i=3,…, 5)， 且 条 Pp; 关 1(mod3)， 和 2p1=a2+6:，4 三 
i=3 


3(mod8) ,6b 三 土 3(mod 8) 或 对 某 个 j,2<<j 和 <s， 84)= 


上 
-1 时 ,方程 (1) 均 无 正 整 数 解 。 
1983 年 ， 康 继 易 、 万 大 庆 和 周 国 富 5s1 以 及 页 广 聚 和 曹 
珍 富 二 2 对 推论 1 中 的 3)、 推 论 2 以 及 定理 14 也 分 别 给 出 证 
明 。 并 且 文 献 [19] 的 证 明 中 除 几 个 熟知 结果 外 ， 仅 用 到 分 解 
因子 这 一 初等 方法 。1983 年 ， 曹 珍 宣 '' “1 和 康 继 鼎 等 *"! 还 分 
别 独 立地 证 明了 | 


定理 16 设 D =2pg，p，a 是 不 同 的 奇 素数 ， 且 (9-) = 


一 1， 则 方程 (1) 无 正 整 数 解 。 
应 该 指出 , 柯 召 和 和 孙 琦 "1 曾 证 明 ， 在 D =2pg,p=g 二 


1Cmod4)， (中 )= -1， 且 ?~ Do: =1 的 基本 解 。=uo+ 


vow DD 满足 r1w。，?+ 三 3(mod4) 是 某 个 素数 时 ， 方程 (1) 无 正 
整数 解 。 萌 珍 富 '' 1 在 1981 年 曾 证 明 ; 在 D =2pg，p=q 三 
5(mod8) 时 ， 方 程 (1) 无 正 整 数 解 。 
”1984 年 ， 朱 南 、 罗 明和 胡志明 1 用 递 推 序列 的 方 法 、 
证 明了 
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定理 17 设 Pel| 方 程 4* -Dv?* =1 的 基本 解 4o+vow DD 
满足 uo = 似 + 3 或 22:'*1(21+1)，k 宇 0，[ 字 0， 则 方程 届 ) 无 
正 整 数 解 。 

1985 年 前 后 ， 朱 卫 三 21 和音 珍 富 分别 独立 地 证 明了 

定理 18 委 番 图 方程 (1) 有 正 整数 解 的 充 要 条 件 是 存在 
正 整 数 x:，y: 使 得 

xi2+yiw 厂 = 或 e* ， 

这 里 se=wo+vow DD 是 Pell 方 程 w* ~- Dv* = 1 的 此 本 解 。 

证 充分 性 显然 。 下 证 必要 性 。 设 (1) 有 解 ， 则 

x1*+ yD =e", nn 之 1 (17) 

有 解 。 设 2 = ?为 最 小 解 ， 若 ze 二 2， 则 可 设 ?。= 4m 或 to = 
11， 记 为 奇 素数 ，z 壹 1。 在 ze = 4 时 ， 由 柯 召 和 和 孙 瑚 口 的 
一 个 结果 知 不 可 能 。 而 在 % = pm 时 ， 由 (17) 得 出 

人 


(18) 


人 am mysp a 
出 于 人 te” (e")’ + (e")? =1 或 p， 帮 由 (18) 式 得 出 


2 e"+e” 
mi myp Ty? 
er +e”, (ae) + (em) ,2 (19) 
2 ee”“+e” 
或 
=- 和 ND A ba 
Erte pu, (ete) pu, (20) 


2 二 


由 1 志 m <?o 知 ，(19) 的 第 一 式 与 to 的 最 小 性 矛盾 。 


太 (p) 二 1(mod4)， 故 p=1(mod4) 利用 类 似 第 二 章 $5 的 方 
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法 可 知 对 任何 奇 素数 g 半 六 ， 均 有 


E (p) )=1。 
E (q) 
于 是 对 (20) 的 第 二 式 取 模 己 (9) 得 出 
0 


记 s” = 如 +onw 万 ， 则 (20) 的 第 一 式 给 出 bl 如， 故 得 
E(W=qv0D) =gu-1) 3 a-1) Yq(modp), 


注意 到 p= 三 1(mod4)， 册 (21) 给 出 

EC 人) 
由 于 我 们 可 取 q 是 模 p 的 二 次 非 剩余 ， 故 与 上 式 巴 盾 。 这 就 证 
明 ， 使 (17? 式 有 解 的 最 小 ss2， 从 而 证 得 定理 18。 证 毕 。 

朱 卫 三 同时 指出 ， 在 wu 之 25， 时 ,方程 (1) 最 多 有 一 组 
正 整 数 解 。 虽 然 定理 18 给 出 了 方程 (1) 有 正 整数 解 的 充 要 条 
件 ， 但 它 不 能 推出 前 面 的 结果 。 用 定理 18 来 证 明 前 面 的 各 个 
定理 ， 了 不 用 害 理 18 的 证 明 在 难度 上 是 相同 的 。 

对 于 丢 严 图 方程 : 

424 一 万 ?2=1， D>0 且 不 是 平方 数 ， (22) 
1982 年 ， 草 珍 富 “完全 解决 了 D = 六 是 一 个 奇 素数 情形 ， 
证 明了 

定理 19 设 D =p 是 一 个 素数 ， 则 方程 (22) 除 开 p=3 仅 

有 和 解 x= y=1 和 p=7 仅 有 解 x =2，y = 3 外 ， 无 其 他 的 正 整 


数 解 。 
证 在 D =p 是 一 个 素数 时 ， 由 (22) 得 出 
2x 十 1= pv, 2%? 二 l=y22, y=Y1yso (237 
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其 中 (yyz)=1o 由 前 两 式 得 4x?= py1?+w,*?， 故 有 
2x+ ys = pu 2X 和 Ty = , Y= WD, (24) 


2 2 
这 里 (u,v) =1。 由 (24) 解 出 = ,= 40 代入 (23) 
的 第 一 式 得 


piut*+2puv +v tt8=8puv’, 


由 此 整理 得 


» 给 pu 30 2 一 给 
显然 ， 上 式 取 《十 时 ， 给 出 一 0 v°=1, 给 出 


p=3，%=y=1， 上 式 取 《-” 号 时 ， 给 出 如 一 3 = 
士 1，9? =1， 故 给 出 =7，x =2，y =3。 证 毕 。 

在 这 个 定理 证 明 中 ， 用 到 了 方程 x4-2y2=1 和 x“*+1= 
2%2 的 两 个 简单 的 结果 ， 它 们 的 证 明 参 阅 第 二 章 83 〈 分 别 作 
为 方程 Xx‘+y =z? 和 x'+ y=2z? 的 推论 〉。 

1985 年 ， 曹 珍 富 与 曾 玉 书 ;又 研究 了 D = 29， p49 是 
不 同 的 奇 素数 的 情形 ， 证 明了 

”定理 20 . 恋 刀 = pq， 六 ,9 是 不 同 的 素数 ， 则 在 


1) p=1(mod8), ($)= -1 p=a+6’, 

cs 二 0(mod8) 时 ， 或 

一 _ qa 2 
2) p=1(mod8), g=7(mod8), (0)=1 且 p=a2+ 


5*，a 三 4(mod8) 时 ,方程 (22) 均 无 正 整 数 解 。 
曹 珍 富 吕 31 和 朱 导 三 ?还 证 明了 
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定理 21 设 <=uo+vov 品 是 Pell 方 程 * -Dv?*=1 的 
基本 解 ， 则 方程 (22) 有 解 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 正 整数 xiy,y: 
使 得 


2x1*+y1v DD=eo 


$2 于 番 图 方程 x* -Da:yt=1(a=1, 2) 


对 于 委 番 图 方程 
XxX? 一 号 y*=1，DD>>0 且 不 是 平方 数 ， (1 
1936 年 ，Ljunggren0 5 首先 证 明了 
定理 1 对 每 一 个 D, 方程 (1 ) 最 多 有 两 组 正 整数 解 。 
设 e 是 二 次 域 Q(WVDD) 的 基本 单位 数 ， 如 果 方程 (1) 有 两 组 正 
整数 解 ， 则 它们 出 
XtyvVD=e,， se? 或 x+y2v DD=e,e! 
之 一 给 出 ， 并 且 后 一 情形 仅 对 有 限 个 万 出 现 。 
1964 年 ，Mordell "1 证 上 朋 子 
定理 2 设 D 去 0,3,8,15(mod16)， 且 DD 不 具有 以 下 任 
何 一 种 分 解 ， 吕 = wv,(u,v) =1，4w 之 1 是 奇数 ，4 三 十 1(mod 
16) 或 4 三 v 土 1(mod16) 或 4 二 4v 土 1(mod16)， 则 方程 (1) 没 
有 正 整 数 解 。 
对 于 DD = p 三 1(mod4) 是 一 个 素数 ，p 关 1 (mod16)， 
Mordell 证 明了 方程 (1) 除 开 bp = 5 仅 有 解 x =9，y =2 外 ， 无 
其 他 的 正 整 数 解 。 
1966 年 ，Ljunggren!*! 发 现 p 寺 1(mod16) 的 条 件 可 以 去 
掉 ， 他 证 明了 
定理 3 设 D =p=1(mod4) 是 一 个 素数 ， 则 方程 (1) 除 
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开 b=5 仅 有 解 x=9，y=2 外 ， 无 其 他 的 正 整数 解 。 


证 在 D = b=1(Cmod4) 是 一 个 素数 时 ，N (se) = -1( 见 


第 五 章 83) ， 故 (1) 给 出 
X+yav 方 =ezr=(da+bvb)2， 
式 中 a? 一 p93”=( 一 1)"。 由 (2) 得 
y*=2ubo 
如 果 2+?， 则 2+0， 所 以 (3) 式 给 出 
a=2h?, b=h?, 
由 此 知 
414 一 DRL= 一 1， 
即 
(2h2 —2h+1)(2h? +22+1)= 84。 
沿 此 即 得 
2h? +2h+1= phis, 2h? 寺 2h+1=k,4, 
此 由 282 干 28+1= 有 整理 得 
(2h 干 1)? +1= 2k,4, 


(2) 


(3) 


由 此 得 出 (参阅 Ljunggren 闯 于 方程 x*+1=2y4 的 结果 ) 
2h 干 1= 土 ]，h, = 土 I 和 2h 干 1 = 土 239，k, = 土 13， 仅 给 出 


p=5, X=9, »》=2。 
如 果 21n， 则 (2) 给 出 
xtyv p= (ytvuv pp),, 
从 而 


y= 4 + pv), yr ~ pv? =+16 


(4) 


得 (4) 推 出 w=e?,， v=f? 和 如 +bo2= 3242 干 1 = g2， 这 就 有 


g? = 2e4 于 1。 


这 是 两 个 有 熟知 结果 的 方程 ， 把 它们 的 解 代入 (4) 验证 知 ， 


均 不 给 出 方程 (1) 的 正 整数 解 。 证 毕 。 
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1966 年 以 后 ，Cohn 对 方程 (1) 做 了 大 量 的 工作 。 他 证 明 


定理 421 设 吃 使 得 方程 XX*-DY?= -4 有 奇数 解 ， 
则 方程 (1) 除开 D=5，x=9，y》=2 外 ， 无 其 他 的 正 整数 
解 。 

定理 5 设 DD 使 得 方程 六 *-DY?= -4 没有 奇数 
解 ， 而 方程 X* -DY ?=4 有 奇数 解 ， 则 方程 (1 ) 最 多 有 一 组 
正 整 数 解 。 

对 于 丢 番 图 方程 

Xx” 一 4Dy*=1，DD 汪 >0 旦 不 是 平方 数 ， (5) 
Cohn 在 定理 4、5 的 条 件 下 也 得 出 了 相应 的 结果 。1967 年 ， 
Cophnisi 研 究 了 使 Pell 方 程 妈 -Doz= -1 有 整数 解 的 方程 
(1)、(5) 的 解 ， 证 明了 

定理 6 设 Pell 方 程 4* -Dv?= -1 有 整数 解 ， 且 DD 二 
9,10,13(mod16), 或 D2(mod16)，D 有 一 个 因子 三 5 
(mod8)， 则 方程 (1) 和 (5) 均 无 正 整数 解 。 

实际 上 ， 在 u* ~ Dv? = -1 有 解 且 D=0(mod2) 时 ,可 
证 人 方程 (1) 无 正 整数 解 。 

1975 年 ，Cohne ”对 于 使 得 方程 #7 -Dv? = 20(7 = 十 1) 
有 整数 解 的 也 又 研究 了 方程 (1) 和 (5) 的 解 。 

定理 7 设 D>>2 使 方程 4 - Dv? =2n(n= 土 1) 有 整数 
解 ， 则 在 XX 和- DY :=2n，4X* -DY*=2n 都 没有 整数 解 
时 ， 方 程 (1) 和 (5) 也 都 没有 正 整数 解 。 

1978 年 ，Cohn0oi 进 一 步 给 出 了 刀 六 400 时 方程 (1) 有 正 . 
整数 解 的 全 部 D， 即 万 =3，5，8，14，15，18，20，24， 
33, 35, 39, 48, 60, 63, 65, 68, 79, 80, 83, 95, 99,. 
105，120，138，143，150，156，168，183，189，195， 
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-203，224，248，254，255，258，264，288，315，320， 
325，328，333，360，390 和 399 时 ， 方 程 (1) 有 正 整数 解 。 


1981 年 ， 柯 召 和 孙 琦 1 对 DD 是 两 个 素数 乘积 的 情形 ， 
作 了 详细 的 探讨 。 和 他 们 证 明了 
定理 8 设 D = pg， p,q 是 素数 ， 则 在 


-一 1 = fi 2_ 三 一 
1) p=1i(moi16), gq=7,11(mod16), 全) 1 时， 
或 


2) p=9(mod16),g=3,15(mod16), ( 
3) p=5(mod16), gq=15(mod16), ( 
4) p=13(mo416), 4=3,7(mod16),(9-) = ~1 时 ,或 


5) ps1(mod16),g=3,15(mod16), 
p=a*+b*,， 4b 二 4(mod8) 时 ,或 
二 二 2.1= - 
6) p==g(mod16), 9q==7, 11(mod16), 各) 1, 且 
p=a:+b:, b=4(mod8) 时 ， 
方程 (1) 均 无 正 整数 解 。 


定理 8 中 的 1) ~4) 是 以 下 定理 的 推论 1。 
定理 9 设 D=7,11(mod16)， 且 Pell 方 程 4? - Dv? = 


1 的 基本 解 e =w。+vow DD 满足 2| 4 , 则 方程 (1) 无 正 整 数 解 。 
证 ， 如 果 2| x， 则 由 (1) 得 出 
x 三 D+1(mod16), 
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此 在 DD=7,11(mod16) 时 均 不 成 立 。 于 是 可 设 (1) 的 解 满足 
2+x，2| y。 出 (1) 得 出 


n 


e"'+e Ee” 


2 > 也 2 DD 一 


X= n>0, (6) 


这 里 五 = 好 一 vow 万 ， eB =1。 因 为 2 uo，2+x， 故 (6) 的 
第 一 式 给 出 2| n。 设 %=2m，m 之 0， 由 (6) 的 第 二 式 得 


Y= ere" = (= te ” )(S 一 E e" ) 
2 DD 2 2wD 7’ 


2vD 
e"te” 2 ea"—e” 2 
re Te oy!? 7 
2 2y1, 2 2 (7) 
或 
ore” ， 是 a ， 
一 (8) 


其 中 y=2y1y,。 由 (7) 得 出 

4y1- Dyi=1o 
这 在 吃 ==7,11Cmod16) 时 ， 显 然 不 成 立 。 由 (8) 知 2+y:， 坝 
由 下 如 推出 2 m。 设 m =2h，h 二 0， 则 (G8) 给 出 


ea ， CE 了 3 
NEE 0 
由 (9) 的 第 二 式 得 出 < =a?， 代入 (9) 的 第 一 式 得 
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此 给 出 (y1,， da) = (+1，+ 上 1)，( 土 239， 土 13)， 前 者 给 出 


Ah 
5 = 0， 与 /之 0 矛盾 后 者 给 出 4? = 人 一 六 一 =169, 而 
2 
D( 5.) =a*—1=168°170=24.3.5.7.17, 


获 刀 =3.5.7.17，2_ 二 2 =4。 但 如 =7,11(mod16), 故 这 


不 可 能 。 证 毕 。 

在 这 个 证 明 中 ,也 可 以 不 用 Liunggren 关 于 方程 x?+1 = 
234 的 结果 ， 而 用 上 节 的 一 些 初等 方法 。 

例如 ， 由 (9) 第 二 式 得 出 


四 天 
E 十 2 一 e 2 
一 =02， 


” 2D 
故 a* 一 Db =1， 此 给 出 2+o， 故 出 2 4 及 e 一 = 和 和 类 


2 jh， 这 由 (9) 的 第 一 式 知 不 可 能 ( 见 [7]) 。 
然而 ， 在 使 用 Ljunggren 关于 方程 x* + 1=2y* 的 结果 
时 ， 可 以 得 出 更 为 一 般 的 定理 。 例 如 我 们 有 ， 方程 (1) 的 正 整 
数 解 x,y 除 y=12428( 刀 =3.5.7*17) 外 不 满足 y? = 


4m 


dm 
7 m 之 0。 我 们 还 有 


定理 10 设 Pell 方 程 uw? - Dv? = 1 的 基本 解 4w+vov 全 
满足 2 l4。， 则 在 方程 4 全- DY =1 无 整数 解 时 ， 方 程 (1》 
没有 满足 2+x 的 正 整数 解 。 
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推论 1 设 D = pq， pp,9 是 素数 ， 则 在 
1) p=5(mod8), 9=7(mod8), (0)= -1HaX— 
pY =2 无 解 时 ， 或 


2) p=5(mod8), 9 二 3(modi8), (®)= -1 且 pX“- 


YY“ = 2 无 解 时 ， 方 程 (1) 均 无 正 整 数 解 。 

证 首先 在 1)、2) 时 容易 验证 ?| 4o ;其 次 从 4X “paY “ 
=1 得 (2 天 :一 1) (2 对 ?+1)=paqY*,， 故 pl2X:+1， 但 bp 二 
5(mod8)， 这 不 可 能 。 于 是 由 定理 10 知 方程 (1) 匹 2+x 的 正 
整数 解 。 

现 设 2 |x， 由 (1) 得 出 

xX-1=pa’, x+1=g0*, 2+ab, 


或 
XxX—-1=ga’, Xt+1= pb*, 2+ab, 
或 
XxX-—1=at, x+1= pab*, 2+a0b, 
或 
xX-1=pga’, x+1=6*, 2+ab, 
消去 x 依次 有 
qb*~— pa*=2, 2+a8, 
或 
pb*~— ga“=2, 2+gb, 
或 
pab*—a*=2, 2+ab, 


b*~— pga* =2, 2+ab。 
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后 两 式 因为 bp=5(mod8) 知 不 可 能 。 对 前 两 式 ， 在 1) 时 ， 出 
= 一 pN_/2N 、 
于 g=7(mod8)， 故 第 二 式 给 出 (2 ) =( )=1, 与 假设 


(2) - (4 ) = 一 1 也 拓 , 而 第 一 式 给 出 aX1- pY，=2 有 解 ， 


仍 与 假设 矛盾 。 同 理 可 证 条 件 2) 的 情形 。 证 毕 。 

由 推论 1 可 以 有 : 丢 番 图 方 各 x* 5gy*=1(g==23， 
27(mo3440) 是 素数 ) 无 正 整 数 解 。 

1982 年 ， 戴 宗 恕 和 曹 珍 富 "进一步 研究 了 D = pa 的 情 
形 ， 证 明了 

定理 11 设 刀 = pgq，p,4 是 不 同 的 素数 ， 则 在 

1) p=1(mod8), gq 三 1 (mod4), ($)-= -1 时 ， 
或 

二 _ Q Vin 
2) p=37(mod40), a=13(mod40), (0) =1 时 ， 


方程 (1) 均 无 正 整数 解 。 

定理 12 设 D = pg，p，g 是 不 同 素数 ， 则 在 

1) p=g=5(mod12), (4)= -1 时 ， 
或 

2) p17(mod60)，g 硅 53(mod60) 时 ， 
方程 (1) 除 开 在 条 件 2) 时 p=257，gq =113 仅 有 解 x = 
1658880001，y = 3120 外 ， 无 其 他 的 正 整数 解 。 

证 明 以 上 两 个 定理 时 ， 我 们 需要 一 个 辅助 的 结果 ( 见 $3 
的 定理 7) : 技 番 图 方程 4x4- pgy* = -1(p,g 是 不 同 的 素数 》 


在 p=1(mod8),q=1(mod4) a()= -1 时 ,或 p=g= 
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5(mod8)， 且 ( 纪 ) = 1 时 ， 均 无 正 整数 解 
定理 13 ” 设 Pell 方 程 4* - Dv* =1 的 基本 解 w。+voVD 
满足 ,三 1(mod4)， (8)= -1， 则 方程 (1) 无 正 整数 解 。 
证 如 果 (1) 有 正 整 数 解 ， 则 (1) 给 出 


y? = 二 一 5 —， n>0, (10) 


这 里 e=us tyov DD, = -vovVD, ee =1。 如 果 2+n， 
则 对 (10) 取 模 wo 得 


y=0, (D0) 7 = (-1) 7 v(moduo), 
三 Uo 二 1 vo, 二 一 
由 w=1(mod4) 知 上 式 给 出 (24) = 1， 与 假设 (2s) = - :矛盾 。 
于 是 2Lm， 设 ?= 2m， 则 (10) 给 出 


和 )(57$ )» 
由 此 即 得 (7) 或 (8) 式 。 对 (7) ,如 果 2+m, 则 由 (7) 的 第 二 式 取 
模 u, 知 不 可 能 。 而 2| m 时 ，(7〉 的 第 一 式 左 边 是 奇 ， 与 右边 
是 侦 予 盾 。 对 (8)， 如 果 2+m， 则 在 4 三 1(mod8) 时 ， 对 (8) 
的 第 二 式 取 模 w。 可 得 矛盾 结果 ， 故 uo 三 5《Cmod8)。 此 时 so 十 
1 三 6(mod8)， 所 以 存在 素数 r 三 3(mod4)， 满 足 r luo+1， 
由 2t+m，?l uo +1, 对 (8) 的 第 一 式 取 模 +r 得 yi 二 -1Cmodr)， 
此 不 可 能 。 于 是 2| m， 设 m = 24， 则 8) 的 第 二 式 得 出 
Eee e*— et” 2 
2 VD 
此 由 后 一 式 仍 得 出 中 jp。 这 个 手续 可 以 一 直 做 下 去 ， 得 出 
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2’|n，4 任 意 大 ， 这 就 推出 ?=0， 与 %>>0 了 矛盾。 证 毕 。 

由 定理 13 立 即 推出 

推论 2 设 吕 =s(stf*+2)，s,t 均 是 正 整 数 ， 且 :二 
1(mod2)，t 三 2(modi4)， 则 方程 (1) 无 正 整数 解 。 

证 由 第 五 章 82 定 理 4 的 推 沦 知 ，Pell 方 程 4w* 一 s(st*+ 
2)p2 =1 的 基本 解 为 1+ sf? +1tvAD， 基 wo =1+ si?， vo=t。 
在 s 二 1(mod2)，i 夺 2(mo 414) 汶 ，wo 三 1 (mo24), 是 


9) =)= -1 等 号 问 到 1+ sf 二 5(mo:8))， 


故 由 定理 13 知 推 沦 正 确 。 证 毕 。 
以 上 许多 结果 对 方程 (5) 也 成 立 。 对 定理 13 的 证 明 方法 
还 可 以 用 来 研究 另外 的 一 些 二 元 四 次 等 番 图 方程 。 
最 后 ， 对 于 丢 得 图 方程 
一 万 多 =1， 万 >0 且 不 是 平方 数 ， (11) 


可 以 证 明 

定理 14 对 每 个 D， 方程 (11) 最 多 有 一 组 正 整数 解 。 如 
困 x1,y i 是 这 样 的 解 ， 且 e 是 QD) 中 的 基本 单位 数 ， 
N(e) = 1 则 

xX?+ yiV DD =e 或 e’， (12) 

且 后 一 情形 仅 出 现 有 限 次 。 如 果 NN (e) = ~ 1， 则 除 品 =5 方 
程 (11) 没 有 正 整 数 解 。 

Ljunggren 已 经 证 明 ，(12) 中 se2 仅 当 忆 = 7140 时 出 现 ， 
这 时 有 


2392+262w7140= (169+T2w7140)2 = 8’?。 
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$ 3 于 得 图 方程 oze- Do = -1 和 


X2 一 也 YL= 一 1 


Colal 在 假设 万 使 得 方程 六? DY ?= -4 有 奇数 解 

时 ， 研 究 了 丢 番 图 方程 
4x*-~ Dy’*=—1 (1) 

的 正 整 数 解 ， 这 里 人 D>0 且 不 是 平方 数 。 证 明了 (参阅 第 二 
章 86) 

定理 1 设 万 使 得 方程 立 2 - DY:= - 4 有 奇数 解 , 则 方 
程 (1) 除开 D =5，x=y=1 和 D =13，x =2，y=5 外 , 无 其 
他 的 正 整 数 解 。 

朱 卫 三 ”! 和 曹 珍 富 * 证 明了 

定理 2 设 Pell 方程 X2- 忆 了 := -1 的 基本 解 为 
6=Xo+ 了 了 uv 万 ，X =df2，d 无 平方 因子 ， 则 方程 (1) 
有 解 的 充 要 条 件 是 ?| d， 且 存在 正 整 数 x,，y + 使 得 

2xi+wiv 万 = 8 

当 DD = 5 是 一 个 奇 素数 时 ， 我 们 可 以 证 明 

定理 3 设 D =- b=1(mod8) 是 一 个 素数 ， 则 在 2 二 
(-1) (modpp) 或 2p=a*+b:, a=+3(mod8), b= 
土 3(mod8) 时 ， 方 程 (1) 均 无 整数 解 。 

证 在 D=p 是 一 个 素数 时 ， 改 写 方程 (1) 为 

(2x7 ~ 2xX+1)(2x:+2x+1)= py’, 

改 得 出 

2X2 土 2X 十 1= 力 02，2X2 干 2xX 十 1=D2。 (2) 
先 证 2 千 (~1) 了 (mod p) 的 情形 ,由 (2) 的 两 式 相 减 得 
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+4xX= pa’:—b’, 
这 给 出 (和 %) =1。 故 存在 整数 & 使 得 ** 三 x(molp)。 现 在 对 


《1) 取 模 p 得 
4k: 二 ~ 1(moip), 


两 端 乘 fs- 次 方 得 到 

21 三 (1) (modp), 
这 与 假设 2 二 (-1) (modp) 了 矛盾。 再 证 2p =a: +b?， 
a 三 + 3(mo148)，6b 三 二 3(moj8) 的 情形 。 此 时 由 (2) 的 第 一 
式 得 

(2x+1)*+1=2pa’, 
故 由 Lienen 定理 ( 见 第 五 章 83) 知 ， 上 式 不 成 立 。 证 毕 。 
设 p =a:+b*=1(mod8)，4 三 0(mod4)， 则 有 
2 = (1) (modp), 


1 ! 


p=— a 
故 对 给 定 的 素数 p 三 1(mod8)， 条 件 2 专 (1) 
(modp) 容 易 判 断 。 例 如 素数 p=a?+b:，b 三 4(mod8)， 
pb 三 1(mod16) 或 p=a:+6b:, b= 二 0(mod8)，p 硅 9(mod16) 


时 均 有 2 了 千 (-1) 。 (modp)。 
Barrucand 和 Cohn 站 证 明了: 设 素数 p= 二 1(mod8), 则 

(2) es 当 p 三 1(mod16); 

Pb/ -Pp 圭 x?*+32y”， 当 p 二 9(mod16)。 


Oa 


因此 ， 他 们 证 明了 
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p=x:+32y:， 当 p= 二 9(mod16); 
p 志 x?+32y*， 当 p 三 1 (mod16)。 


定理 4 设 D=p 三 1(mod8) 是 一 个 素数 ， 则 方程 (1) 
私 当 p =U?*+32y:(U ,VV 是 整数 ) 时 有 整数 解 。 

例如 U?=9，y*=1 给 出 p= 和 4, 此 时 方程 4x*-41y?= 
一 1 有 整数 解 x =4，»> =5。 但 p =17 时 不 能 表 为 U?+ 32 太 2 
的 形式 ， 放 方程 1x“ 一 17y? = -1 无 整数 解 。 

1985 年 ， 曹 珍 富 和 曹 玉 书 外 对 口 是 两 个 素数 乘积 的 情形 
证 明了 

定理 5 设 D = pg，p,9 是 素数 ， 则 在 p =a?+b? 二 1 
(mod16)，6b 三 4(mod8) 或 p=a:*+b’* 三 9(mod16),，6b 三 0 
《mod8) 时 ， 方 程 (1) 无 整数 解 。 

例如 ， 设 =12+42=17= 1(mod16)， 故 对 任意 素数 
9g， 方程 4x* 一 17qy? = 一 1 无 整数 解 ， 设 p=3?+8?=73 三 
9(mod16)， 改 对 任意 素数 q， 方 程 4x4- 73gy2 = -1 没有 整 
数 解 。 

对 于 方程 

4x*—- Dy‘*= -1, (3) 

在 D = p 是 一 个 素数 时 ，(3) 给 出 

2x?t2x+1=pyi, 2x: 和 2X+1=yi, y=y1y2, 
此 由 第 二 式 得 出 (2x 干 1)* +1=2y;}， 因 此 有 2x 二 1= 土 1， 
ya= 士 1 和 2x 干 1= 土 239，ys= 十 13。 前 者 给 出 x = 一 1,0， 
1， 故 六 =5，y1= 土 1 给 出 (3) 有 和 解 D=5，x= 土 1，y= 
土 I， 后 者 给 出 x = 土 119， 士 120， 故 为 y1 = 113.257，541。 
137， 但 由 p 是 素数 知 ， 这 不 可 能 ,这 就 有 

定理 6 设 D =p 是 一 个 奇 素数 , 则 方程 (3) 除 开 D = 5， 
2%= 二 1，2= 士 1 外 ， 无 其 他 的 整数 解 。 

对 也 为 两 个 素数 乘积 的 情形 ， 我 们 有 

定理 7 设 D = pq，p,g 是 素数 ， 且 Pp 二 1(mod8)，g 三 
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1(mod4), (4 )= -1 或 p= a=5Cmod8)， ($)=», 则 方 


程 (3) 均 没有 整数 解 。 
证 在 D=pg 时 ，(3) 给 出 
2x7T2x+1=pqy:, 2x* 干 2xX+1=»1,y= yi1Vs, (4) 
或 
2x?+2x+1=py:,2x2xX+1=qy:, y=y1yso。 (5) 
由 2x?* 干 2x+1=y: 易 知 (4) 不 可 能 。 对 (5)， 由 前 两 式 
得 出 
tt4xX= py1i- gqy;, (6) 


这 就 给 出 (> ) = (9 )。 在 =1(mod8) 时 ， 设 x= 25xi s> 
0，2+x1， 则 由 (5) 的 第 一 式 取 模 x ,得 
(9) =- 二) -1 


故 (六 ) = (2 )=( 写 )( 皇 )=1 。 这 就 给 由 (9 ) = 1 与 


假设 (9 ) = -1 矛盾 。 而 在 p=g=5Cmmod8) 时 ， 此 时 2 | 


由 (5) 知 x 三 2(mod4)， 设 x =4x1+2， 对 (5) 的 第 一 式 取 
2x1 + 1 为 模 得 出 


(3) (BA) 


于 是 对 (6) 取 模 p 得 出 
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出 ( 和 ) =1，%=4X1 + =1 知 ， 上 式 给 出 


-的 Ga 的 


但 p 三 5C(mod8)， 故 上 式 不 成 立 。 证 举 。 


对 于 丢 番 图 方程 
x‘- Dy*=-—1 (7) 
和 
x*—- Dy’=-—1, (8) 


这 里 品 >>0 且 不 是 平方 数 。 曹 珍 窜 * 1 证 明了 

定理 8 设 6= 久 ,+ 了 owvD 是 Pell 方 程 X?-DY?= 
一 1 的 基本 解 ， 革 ,= dX1，d 无 平方 因子 。 如 果 方 程 (7) 有 正 
整数 解 x,y， 则 必 有 xz + yw 万 =64，2+d。 

由 此 可 得 

推论 方程 (7) 最 多 有 一 组 正 整 数 解 。 

Liunggrent， “1! 曾 证 明 ， 在 2+a 时 ， 方 程 

a:x*— Dy’:=—1 (9) 

最 多 只 有 一 组 正 整 数 解 。 由 此 可 得 出 若干 形 为 (9) 的 丢 番 图 
方程 的 全 部 正 整 数 解 ， 例 如 9x4- 10y2= -1 仅 有 x=y=1l 
的 正 整 数 解 。 

对 于 方程 (8)， 利 用 二 次 剩余 法 ， 可 以 给 出 它 有 解 的 充 
要 条 件 ， 即 有 

定理 9 设 6= 了 ,+ 了 owD 是 Pell 方 程 X*~ DY?= 
-1 的 基本 解 , 则 (8) 有 下 整数 解 的 充 要 条 件 是 Y ,为 平方 数 ， 
即 存在 正 整 数 x,，y ,使 得 x1+ yiv 万 =6。 

Ljunggrent;51 证 明了 


287 


定理 10 设 实 二 次 域 Q(v 九 ) 上 的 整 环 为 ZFv 万 ]， 如 
果 Q(w DD) 的 基本 单位 数 不 是 ZEv 万 ] 的 基本 单位 数 ， 则 方 
程 (8) 最 多 有 两 组 正 整 数 解 ， 并 且 这 两 组 解 可 通过 有 限 步 计 
算得 出 。 

这 个 定理 的 证 明 十 分 复杂 ， 其 证 明 思路 如 下 显然， 如 
果 Pell 方 程 X?- DY? = -1 无 解 ， 则 方程 (8) 无 解 。 故 可 设 


Pel] 方 程 X2 -万 了 2: = -1 有 解 。 于 是 整 环 Z[v 万 ] 的 基本 
单位 数 为 s =4+ov DD， 令 e =a4-uv 万 ,有 ee -= -1，, 推 出 
2+v。 现 在 由 (8) 式 得 出 

x+y*vVD=e", X 一 y2w 万 = er", 2+7>0， 


故 


88” er- 
三 2 万 三 刀 (2 -)。 (10) 
由 定理 9 可 设 v 是 一 个 平方 数 ， 于 是 (10) 给 出 


2 oy, ap 
€ 


a 
我 们 在 Q(wVD) 的 一 个 扩 域 上 考虑 (11) 式 ， 即 有 
ce"—~e"=yi(e-e), 
2 二 1=e" 1(e2 二 1)y3， 
(e")*— (e2+1) (yoe 1 )2= -1。 

故 在 环 Z[1,ov 万 ，vez+1l ， uv 万 vsTT] 中 ,，e'+ 
2 Le _ 
yog ?Me*+1 是 一 个 单位 数 ， 日 N (e*+ yoe veg2+1) 
= 一 J。 我 们 知道 Z[1,，vwD，we?+1 ,J Dw e+1 ] 
中 有 三 个 基本 单位 数 ， 但 Ljunggren 证 明 仅 使 用 它们 中 的 二 
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个 就 足够 了 《〈 他 用 [26] 中 的 方法 ) 。 设 7，9? 是 这 样 的 两 个 
基本 单位 数 ， 则 有 
ce 十 We 二 apEZ。 (12) 
刊 用 第 三 章 的 p 一 adic 方 法 可 以 处 理 (12) 式 。 
定理 10 最 好 的 可 能 是 给 出 了 方程 
X2 一 2y4= 一 芋 
仅 有 两 组 正 整数 解 (x,y) = (1，1) 和 (239，13)。 
此 外 ， 朱 南 等 所 2 也 给 出 了 方程 (7) 8) 的 一 些 结果 ， 例 
如 他 们 证 明了 在 刀 = 2582 士 148+ 2，AR>0，R=1，2，5，,6 
(mod7) 时 ,方程 (7) 无 正 整 数 解 ， 在 D =25k?: 土 14& + 2， 有 R>> 
0，2| 衣 ，& 二 1,2,5，6 (mod7) 时 ， 方 程 (8) 无 正 整 数 解 。 
Delone 和 Faddeev 证 明了 
定理 11 于 着 图 方程 
X4 一 门人 = 士 ] (13) 
最 多 有 一 组 正 整数 解 ,是 如 果 整 环 Z[ 尼 ~ 4 万 ] 的 基本 单位 
数 具 有 形式 e=.4?+ 4BA/ -4D + BV-D, 则 (13) 的 
正 整数 解 由 x = 4，y =B 给 出 。 
CohnG 5 还 用 递 推 序列 法 较为 系统 地 讨论 了 方程 x?* = 
Dy“ 土 1，x? = DDy' 土 4 的 解 ( 见 84)。 
Ljunggren's 7 证 明了 方程 
X2 了 4= 柬 y4，2+x，>0 不 是 平方 数 《14) 
最 多 有 一 组 正 整 数 解 x， >。 这 个 结果 在 求解 方程 x? 十 
2" = y" 时 将 有 应 用 〈 见 第 八 章 82) 。 


8$4 丢 番 图 方程 dy:=ax4+bx2+oe 
前 儿 节 讨论 的 二 元 四 次 丢 番 图 方程 都 是 
289 


dy2 =QX4 二 DX2 二 C (1) 
的 特例 ， 这 里 as，6，c，d 是 给 定 的 整数 。 在 前 面 章 节 提 到 的 
方程 X4-3y2 = 一 2，Xx? 一 3y*= 一 2，%x? 一 27y4= -2 以 及 
3x“4~- 2y2 =1 都 是 (1) 的 具体 例子 。 
1969 年 ，Mordell67 讨论 了 方程 
y+h:= (x?—h)(rx:— ss) (2) 
的 整数 解 ， 这 里 8 不 含 4f + 3 形 的 素 因 子 。 在 ix* -=3 
(mod4) 或 rx?: 一 $s 三 3(mod4) 时 ，(2) 给 出 1x? 一 有 < 之 0 或 
rx? 一 8S<<0。 再 由 !，h,，r，s 的 关系 ， 可 找 出 方程 (2) 的 全 部 - 
解 。 例 如 对 于 方程 
22+1=(4x2 一 17)(8x2 一 10)， (3) 
由 于 4x? 一 17 三 3(mod4)， 故 4x? 一 17 过 0， 这 就 给 出 x = 0， 
土 !， 土 2， 代 入 (3) 检 验 知 ，(3) 仅 有 解 x =0, 土 1 一般 地 ， 
可 以 求 出 方程 
y+t1=(4x:- 17)(rx?— s) 
的 全 部 整数 解 ， 这 里 :，s 是 任 给 的 整数 。 
Liunggrent5i 曾 用 p 一 adic 方 法 证 明了 
定理 1 丢 番 图 方程 


(SD) -2251 (47 . 


仅 有 正 整 数 解 (x， ») = (1,1), (2,2) 和 (4,9)。 
Casselst3 ?1 又 给 出 定理 1 的 一 个 用 到 四 次 域 Q(4 -2 》 
的 性 质 的 简单 证 明 。 由 于 令 2x ~1 = 27 一 1= 了 ， 则 (4> 
化 为 了 * =2( 全 和 一 1) + 1， 故 利用 递 推 序列 的 方法 有 可 能 给 
出 定理 1 的 一 个 初等 证 明 。 
1971 年 ，Cohn!“ "用 递 推 序列 的 方法 证 明了 
290 


定理 2 ” 丢 番 图 方程 
vy+1)(y+2)(y+3)=2x(x+1)(x+2)(x+ 3) 
仅 有 正 整 数 解 (x，y) = (4，5)。 
以 后 ，Ponnudurail0， 宣 体 佐 王 2 和 昔 珍 寅 习 3 依 次 证 
明了 
定理 3 天 番 图 方程 
yl(y+t1)(y+2)(vy+3)=3x(x+1)(x+2)(x+3) 
仅 有 正 整 数 解 (x,y) = (2,3) 和 (5,7)。 
定理 4 于 得 图 方程 
SytI)(y+2) (y+3)=5%(x+1)(x+2)(x+3) 
仅 有 正 整 数 解 (x，y) = (1,2)。 
定理 5 丢 番 图 方程 
IYI (YH Yt3) 3x + 1) xt 2) +3) 
仅 有 正 整数 解 (x，y) = (8,9)。 
这 些 定 理 的 证 明 昌 然 都 是 初等 的 ， 但 远 不 是 简单 的 。 例 
如 定理 5 中 的 方程 可 化 为 


了 ?一 5 2 A Xi—5 2 
(YA) 
这 里 X=2x+3， 了 =2y+3。 由 (5) 解 出 
了 一 54 全 一 5 (2+ 6) 
2 十 4 V6= 2? 9 (6) 


记 a=2+W6，p=2~w6， 并 令 


2 8941 2 3 2n+1 22+1 
[ed +p I a 一 
1 一 2 


VV ,=- 


Dil 3 2 » 
则 (6) 式 给 出 
VY?=2p ,+5, ?=4U ,+5o6 (7) 


利用 序列 这 .，U ,的 性 质 ， 就 可 求 出 (7) 的 全 部 解 。 但 这 决 
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不 是 件 简单 的 事 ( 解 (7) 的 步 又 完全 类 似 于 第 二 章 87 的 例 1)。 
Jeyaratnaml4 对 每 个 mm 委 30， 还 找到 了 方程 
yy+m) y+2m) (y+ 3m) =2x (x +m) x+ 2m) (x + 3my 
的 全 部 正 整数 解 。 
Lijunggrent* 1 受 Cohn 方 法 ( 见 [3] 等 ) 的 启发 ， 研 究 了 
于 番 图 方程 
Ax*—- By*=c (8) 
的 正 整数 解 ， 这 里 4，B 是 正 奇数 ，c = 1 或 4。 他 证 明了 
定理 6 设 4X:-BY?=4 有 奇数 解 ， 从 而 不 妨 设 
义 =a，Y =b 是 它 的 一 组 正 的 奇数 解 。 则 丢 番 图 方程 
Ax*-By:=4 《9) 
最 多 有 两 组 正 整数 解 。 如 果 c=82，4a2 -3=A2， 则 (9) 有 
两 组 解 x =8 和 x = hk。 如 果 a =h?，Aa? 一 3?， 则 x =/ 是 
(9) 仅 有 的 解 。 如 果 a=5h?，A?a -54a?+5=5k:， 则 方 
程 (9) 仅 有 解 =5h&k。 其 他 情形 没有 解 。 
定理 7 设 4X:-BY:=4 有 奇数 解 ， 则 丢 严 图 方程 
Ax*-By’=1 《97) 
最 多 有 一 组 正 整数 解 x,y。 如 果 x = x,， y= yi 是 (9 的 一 
个 解 ， 则 


-一 -一 pl 万、s3 
#1 A+ y VE (A EY), 


这 里 a,b 是 4X* -BY: =4 的 正 奇数 息 。 
Cohn' 在 方程 XY*~- DY?*=~ 4 有 奇数 解 时 ， 研 究 了 方 
程 ”= Dx* 土 4 和 号 y* =x*+4 的 解 ， 例 如 他 证 明了 方程 
Dy =x4+4 在 DD =5 时 仅 有 正 整数 解 x = y=1，x = y=2， 
而 在 忆 s 5 时 最 多 只 有 -组 正 整数 解 z， yn 
在 方程 XX? ~ DY? = - 4 没有 奇数 解 ,而 方程 Xz - DY? = 
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4 有 奇数 解 时 ，Cohntel 证 明了 方程 Dy? = x* 一 4 最 多 有 一 
组 正 整数 解 ， 而 方程 y: = Dx*+4 最 多 有 两 组 正 整 数 解 。 

1972 年 ，Cohn"51 利 用 递 推 序列 法 给 出 了 儿 个 丢 番 图 方 
程 的 一 个 较为 详细 地 讨论 ， 他 证 明了 如 下 的 几 个 定理 。 

定理 8 设 D=dN?:，d 使 得 方程 XY*~dY?*= 一 4 有 奇 
数 解 ， 则 四 个 丢 番 图 方程 x* = Dy“ 土 1，x?* = Dy* 土 4 都 最 
多 只 有 一 个 正 整 数 解 ， 并 且 它 们 中 间 除 开 下 面 的 情形 外 ， 最 
多 有 两 个 方程 对 同一 DD 有 和解 : 

1) 当 刀 = 5 时 ， 四 个 方程 总 共有 五 个 解 ，y = 1 是 方程 
Xx*=5y4 一 1，%*=5y 土 4 的 解 ，» = 2 是 方程 x*=5y*+1 的 
解 ，y = 12 是 方程 x* = 5y*+ 4 的 解 。 

2)” 当 DD =20 时 ， 四 个 方程 共有 三 个 解 ，y =1 是 x? = 
20y^ 一 4 的 解 ，y =2 是 x* =20y*+ 4 的 解 ，y =6 是 x? = 
20y4 + 1 的 解 。 

定理 9 设 D=dN*，d 使 得 X?*-dY?*=4 有 奇数 解 ， 
但 使 得 XX*-dY?* = -4 没有 奇数 解 ， 则 方程 x: = DDy*+ 1 和 
xX? = 妃 y%+4 中 最 多 有 两 个 正 整数 解 ， 且 它们 最 多 有 一 个 是 
共同 的 解 。 

定理 10 ” 设 d 使 得 X2 - qd: = -4 有 奇数 解 ， 则 对 任意 
正 整 数 Y， 四 个 方程 N2x4- dy? = 土 1， 士 4 中 间 除 开 两 个 
例外 情形 ， 最 多 有 一 个 正 整 数 解 ; 

1) 当 dg =5，W =1 时 ， 我 们 得 到 仅 有 的 三 个 解 ，x =1 
或 2 是 x* -5y? = ~ 4 的 解 ，x = 3 是 x4- 5y? =1 的 解 。 

2) ” 当 qd =5，N =2 时 , 仅 有 两 个 解 ，x = 1 是 4x4 一 5y2 
= 一 1 的 解 ，x = 3 是 4x* 一 5y? =4 的 解 。 

定理 11 设 d 使 得 :dqY ?=4 有 奇数 解 ， 而 使 得 
Xdadr = 一 4 没有 奇数 解 ， 则 对 任意 正 整 数 以， 方程 
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NV2x4-ady2 =1 和 Nixti-ady:=4 中 间 最 多 有 一 个 正 整数 
解 。 

这 些 结 果 也 可 以 用 Pell 方 程 法 来 证 明 (参阅 第 二 章 86)” 。 

1979 年 ， 柯 召 和 孙 琦 “证 明了 

定理 12 ” 设 刀 使 得 方程 并 2- 也 节 : = -4 有 奇数 解 , 刀 是 
一 个 奇 素数 ， 则 方程 Dy? =x“+4 除 开 D = 5 时 仅 有 解 x=y 
=1，x=y=2 和 由 =13 时 仅 有 解 x=t，»w =10 外 ， 元 其 他 
的 正 整 数 解 。 

1983 年 ， 姚 其"! 给 出 呈 使 得 方程 六 *- DY?= - 4 有 奇 
数 解 且 吃 三 200 时 方程 Dy? =x4+4 的 全 部 解 ， 她 证 明了 此 
时 除 DD =5，13，85 外 ， 无 正 整数 解 。 

Vetiupillailss 研 究 了 方程 y = Dx*+4 的 一 些 奇数 解 ， 
例如 他 证 明了 在 D181 时， 仅 当 D =5，21，45，77，85， 
117 或 165 时 ， 方 程 y* = Dx'+4 有 奇数 解 。 

Cohn'* ”在 方程 XDY? = -4 有 奇数 解 时 ,利用 递 推 
序列 法 研究 了 丢 番 图 方程 

x4— Dy’=%, 
x* -Dy’=Ek, (10) 

的 正 整数 解 ， 例 如 他 证 明了 

1) 方程 x* -5372 = ~ 44 仅 有 正 整 数 解 (x,y) = (1,3)， 

(3，5) 和 (47，1453)# 入 

2) 方程 x“ 一 5y* =11 仅 有 正 整数 解 (x，y) = (2，1) 和 和 
(4，7)3 

3) 方程 x* 一 5y+=44 仅 有 正 整 数 解 (Xx，y) = (7，1)3; 

4) 方程 x?* 一 5y* =11 仅 有 正 整 数 解 (x，y) = (4, 1) 和 
《56，5)3 

5) 方程 x* -5y* = 一 44 仅 有 正 整 数 解 (x,y) = (6,2)， 
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(19，3) 和 (181，9)。 
1983 年 ，TzanakisI5o 利 用 递 推 序列 法 证 明了 
定理 13 ”两 个 丢 番 图 方程 
y2 一 2x4=17，y2 一 8xX4=17 
在 x 三 0(mod8) 时 均 无 正 整数 解 。 
定理 14 于 番 图 方程 v* - 2x+4 = 41 无 x 二 0(mod8) 的 整 
数 解 ,而 丢 番 图 方程 y? 一 8x' =41 无 x 三 0(mod4) 的 整数 解 。 
定理 15 ”两 个 丢 番 图 方程 
y?—2x4=73, :~ 8x*=73 
在 21x 且 x 志 0(mod3) 时 均 无 整数 解 。 
定理 16 ”于 番 图 方程 y? -2x* = 89 在 x 三 0(mod16) 时 无 
整数 解 ， 而 丢 番 图 方程 y* -8x* =89 在 2| x 且 x 直 0(mod5) 时 
无 整数 解 。 
定理 17 丢 番 图 方程 y* 一 2x* = 97 在 x 三 0(mod8) 时 无 
整数 解 ， 而 丢 番 图 方程 y* -8x* = 97 在 x 三 0(mod4) 时 无 整 
数 解 。 
这 些 定理 的 一 般 证 明 思 路 为 ， 设 c=1 或 2,p =17,41,73， 
89 或 97， 则 定理 13 一 17 中 的 几 个 方程 均 可 化 为 
y*~2c*x*=p。 (11) 
由 于 方程 y%: - Dx? = 土 p 在 p+2D 时 有 两 个 结合 类 ( 见 第 五 
章 83)， 故 (11) 给 出 
y+cxiWV = 圭 ae' (at+bv 2) 或 十 e' (a-bw 7)， 
r€Z, (12) 
这 里 a? - 24? = p 二 1(mod8)， 从 而 2ta，2 5, 并 和 且 e =1+ 
v2。 今 


295 


这 里 a = 1- V3， 则 有 递 推 序列 
Uo =0, 41=1, 24 =24r11+d 有 4 ;=(—1)"'!iu,o 
(13) 
现在 ，(12) 的 第 -- 情 形 给 出 7(> + cx?w 了) = er(a+pw 了 ) 


和 7(y- cx2zw7)= ee'(a-6bwF)，n= 土 I， 于 是 


tcx:(e—- 8) =ale’ te')+I le- 8)(er+ Er’) 


(ete) (er — ge') 


we 


,7 + er )， 


由 几 即 得 
土 2cx?z(e-e)=(a+b)(eri 一 rc+0) 
+(a-b)ee (ei— er-!) 
=(a+b(eril- er+!) 
-l(a-b)(e’!—- e*'!), 
两 端 除 以 s- 。 得 出 
土 2cX = (atb)u,r1 ~ (a—b)u, 1o 
同 理 ， 由 (12) 的 后 一 情形 得 出 
+t2cx*=(a-b)u,ri~— (a+b)u, 1o 
令 
Ws= a+b) ui (a—b)u,_1, 
2 = (aG—b)yr1— (a+b)u,.1, 
则 由 (13) 式 知 
wo = 20， wi=2(a+6b), Wntz = 2Wr41T Ws 
Ws =(— 1) "tz,, 
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20=—20, 21=2(4—-0), Zn+2 =22rt1+ Zs 

2_ n= (~ 1)" Iw,o, 
然后 利用 递 推 序列 的 性 质 来 解 方程 2cx? = 土 外 ,或 2cx? = 十 
z,。 由 2cx? = 一 包 , 挫 出 ?二 0， 令 r= 一 sS，S>0， 则 2cx2 = 
一 功 , = 二 一 要 ,= 二 一 (1) rz =(-1) zz 因为 >z,>>0， 所 
以 2 ls 且 2cx? =z.。 同 组 由 2cx2 = 一 z, 可 推出 2cx? =w,， 
2 |s>0。 于 是 只 需 解 方程 2cx2 =w,，2cx? =z,， 关 于 w,， 
z,; 的 一 个 很 有 用 的 一 般 性 质 是 

Wirzn: 三 (~ 1)”'w, (modu,), 
Zuriznt =(—1)"'z,(modu,),o 

这 样 便 可 仿 第 二 章 87 的 方法 来 证 明 上 述 的 定理 13 一 17。 

1986 年 ，Tzanakis0 "1 对 丢 盔 图 方程 (10) 证 明了 ， 设 
k>>0，DD 二 0 都 不 是 平方 数 ， 则 可 找到 有 限 个 形 为 g (4,v) = 
妥 ?，4，vE2 的 方程 ， 这 里 4 是 一 个 已 知 整数 ， 9 是 整数 二 
元 四 次 型 且 g (0,1) = 0 惟有 两 个 实 根 。 如 果 我 们 找到 这 些 方 
程 的 全 部 解 ， 则 方程 (10) 的 全 部 解 便 可 找到 。 从 (10) 找 有 由 
个 方程 g(4,v) = 4:， 我 们 在 第 三 章 $1 的 末尾 已 经 给 出 寻找 
方法 。 对 于 特殊 的 例子 ， 可 以 用 这 种 方法 给 出 形 为 (10) 的 全 
部 整数 解 。 例 如 ，Tzanakis 证 明了 

定理 18 丢 番 图 方程 xz- 3y4=46 仅 有 的 整数 解 由 
(lx|，| yl) = (7,1)，(17,3) 给 出 。 

在 证 明定 理 18 时 ， 需 要 解决 方程 


XxX*—4x*y*+ y=46, (14) 

可 证 明 (14) 仅 有 整数 解 〈| x| ，| y| ) = (1,3)，(3,1)。 对 于 
丢 番 图 方程 

X 4x y+ y=n, (15) 


曾 引 起 过 许多 人 的 兴趣 ， 例 如 Erdas， Graham 和 Selfridge 
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等 上 :的 有 工作 。 目 前 ， 人 们 已 经 证 明 ， 在 | 委 100 时 ， 仅 当 
nE{-47， 一 32， 一 2，1,16，46，81} 时 ,方程 (15) 有 和 解 。 

最 后 ， 由 于 Tzanakis 关于 定理 18 的 证 明 远 不 是 初等 的 
《尽管 不 十 分 复杂 〉， 因 此 我 们 希望 给 出 一 个 初等 证 明 ， 并 
二 我 们 相信 用 递 推 序列 的 方法 能 够 做 到 这 一 点 。 


§5 丢 番 图 方程 x*+ hx?y?+ yt=z2 
对 丢 番 图 方程 


X%《 十 RX292 二 yy4=22，X2S0 (1) 
的 研究 已 有 很 长 的 历史 。 例 如 Fermat 就 已 经 用 无 穷 递 降 法 
〈 见 第 二 章 83) 证 明了 AR = 0 时 方程 〈1) 无 整数 解 。 从 Dick- 
sonts 3 著 《 数 论 史 》 第 工 卷 可 知 ，Euler,Legendre，Litcas 
等 对 方程 (1) 均 有 过 工作 。 我 们 在 第 二 章 的 83 用 无 穷 递 降 法 
证 明了 k= - 1 时 方程 (1) 仅 有 解 x= 十 1 y= 士 1 hE{1, 圭 
6} 时 方程 (1) 无 解 ，& =14 时 方程 (1) 仅 有 解 x= 土 1,y = 圭 1。 
1914 年 ,Pocklington!s 1 给 出 方程 (1) 无 解 的 6 个 判定 定理 ， 
并 在 总 结 前 人 结果 的 基础 上 , 列 出 了 - 100 到 100 闻 的 56 个 k 值 
使 方程 (1) 无 解 (为 方便 计 ， 以 下 简称 使 方程 (1) 无 解 的 &EP 
表 ) 。1978 年 ，Sinhat55 利 用 Mersenane 素数 的 性 质 给 出 了 
一 个 新 & = 30E 尸 表 。 
1983 年 ， 张 明志 “利用 分 解 因子 法 给 出 判定 方程 (1) 无 
解 的 一 系列 命题 。 从 (1) 可 不 失 一 般 设 (x,y) =1，x>>0， 
>0， 将 (1) 变 形 为 
3 (RX2 十 %2)=(2 十 X%2)(2 一 X2)， (2) 


2 
先 看 p> 2 的 情形 。 令 4 = -2 包 ， = 2 了 2 ,其 中 1 >0， 


nL 2+ Xx: kxi+y 
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《4,4) =1。 于 是 (2) 式 给 出 
‘Ax*—uy*+Az=0, 
{Capp ae +4y2 一 42=0， 


由 北 知 % = ” = ， 这 里 
Ai I, i 


了 _ 一 比 A ,22 
1 | 4 -pl ut 9 
A 人 


ht | =22u + ka?, 


,= 
J = | 4 Sf | = ard 
3 AR+ Ho 


因 x*，y*，z 丙 两 互 素 ， 故 得 出 


EX2 =17— A? (3) 
Sy =2Anu+hkA? (4) 
1 2=A?+hkAu+tn? (5) 


这 里 5= (42 一 42，244+kR42)。 因 (2,n)=1， 册 (3) 得 
《5，4)= (5 ，4)=1， 于 是 6= (2 一 42，204+R) 。 令 
< = (5 Wt+4), E=61 2, 因 é1 £2 (1+ 2) (4 141), 故 


62 站 (4— 4), 而 (6 1， 4 )=1， 和 上 5s| 14— 4。 由 
G1 1 


地 即 知 6 ,| 一 2， él Rk+26 令 R 一 2=6171， BR+2=627,0 这 
样 可 使 (3) 一 (5) 联 列 的 方程 组 进一步 得 到 展开 。 

闻 理 ， 在 &<<- 2 时 也 可 以 类 似 讨论 。 通 过 这 些 讨论 ， 张 
明志 给 出 了 

定理 1 设 k=3(mod8)， 且 kh 一 2 为 素数 ，k+2=pg,， 
这 里 p 三 3(mod8)，9g 三 7(mod8) 均 为 素数 ， 则 方程 (1) 无 整 
数 解 。 

定理 2 设 k 三 7(mod8)， 若 hk 一 2 与 &+ 2 均 为 素数 ， 则 
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方程 (1) 无 整数 解 。 

还 有 几 个 结果 ， 可 以 给 出 一 些 & 值 使 得 方程 (1) 无 整数 
解 。 利 用 这 些 结果 ， 可 以 给 出 18 个 新 的 R 值 E 书 表 。 

关于 方程 (1)，Aubry'’ 在 1911 年 曾 猜 想 ， 当 | 和 = 
Vpq+4 ，p,4 均 为 素数 ( 即 | 8+2 | 和 | -2| 均 为 素数 ) 时 ， 
车 0 过 kh 志 3(mod8) 或 0>>k 三 3(mo148), 则 方程 (1) 无 整数 解 。 

由 Pocklington!5 “1 和 张 明 志 和 的 结果 可 推出 Aubry 猜 
想 是 正确 的 。 但 是 他 们 的 方法 都 未 能 导出 Aubry 的 全 部 断 


1986 年 , 郑 德 励 5 7” 给 出 猜想 的 一 个 完整 的 自给 的 证 明 。 

他 证 明了 

定理 3 当 |&+2|[ 和 人 IR- ?| 均 为 素数 时 ， 若 0>A=3 
(mod8) 或 0<A=1,5,7(mok8)， 则 (1) 无 整数 解 。 

同时 ， 郑 德 励 还 证 明了 Aubry 断 言 对 & 值 模 8 分 类 而 言 是 
不 可 改进 的 。 

目前 ， 对 于 人心 | 委 100 时 方程 (1) 是 否 可 解 已 全 部 得 到 解 . 
决 ， 例 如 在 0 入 & 和 100 时 ， 已 表 的 R 值 公有:，0,1,3, 4，5，6， 
9,10, 11, 15, 18, 19, 20, 21,22,25,28,29，30,32, 
35, 37, 39, 40, 43,45, 46, 50,，51, 53, 54, 58, 59,. 
65，69，70，72，74，75，76，80，81，82，88，91，93， 
97。 

1987 年 ， 郑 德 助 5“ 1 对 方程 (1) 的 可 解 性 提供 了 一 个 新 的 ; 
判别 法 ， 且 在 有 解 时 可 具体 地 给 出 一 个 或 多 个 互 素 的 解 来 。 
定理 4 设 &>2， 且 


R-2=a+b’, kh+2=a?+6?, (6): 
则 当 存 在 12 11 = |4,| =1 使 
di=at+hial, d,=b+t+ 4.0 (7): 
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dt+adsi=d2，adlid: 近 0 (87 
时 , 方程 (1) 有 解 
ee 
= |(adi +bd?) (A414.ard! tb1d!)|, 
二 于 (Rk—2)(b1dt+ A1A4,a1d’!)’ 


— (RkR+2)bd’s tad’)|, 


这 里 的 df gy d= )? cr )” 
证 由 于 容易 验证 
LR(u? — v2)2— 2(u4— v4)]?: + kh —v)?— 2(u4— v4)j 
《240) + (240)* =[(k— 2)u— (hk+2)v4]?, 
故 具 要 证 明 ， 在 定理 4 的 条 件 下 可 取 uv 二 0 使 得 
| RO? — v0) — 2 04)| = | —v? | Ck ~ 2)u2 
— (k+ 2)v?| 
为 一 非 零 平方 数 即 可 。 为 此 ， 令 st 三 0 使 
U2 —v?= 3 
(RR—2)u’ ~ (kh+2)v? =1?, 
由 此 得 出 
(Rh—2)s? =12+40?, 
(k++ 2)s? =1*+ 4u?o | 
由 假设 条 件 (6) 式 知 ， 对 任意 整数 E，7?， ni 和 和 ei = 土 I 
(i=1,2)， 上 式 可 有 解 
S=67+7, t=a(62 —n) ~ 2e1bEn, 2v=b(67 ~ } 
+ 2e 1a67s 
SsS=61 + t=a.(6? — 1) ~ 2esb1E1n1, 
2u=01(57— a, 
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故 以 下 只 亚 证 在 定理 条 件 下 必 可 选 得 5,7，*，7: 和 8s = 十 1 
《i 二 1，2，3) 使 得 stuv 志 0， 且 
£2+0 =E1+n1, 

a(E2—n)— 2ebEn =esLa(si— ni) —2eb1s1n .lo 
为 此 令 上 =，7=91， 则 后 一 式 给 出 

f (Em) = (040-20)E: — (ga— esdi)n’ 

—2e1(b—-eeyesb01)En=0 
再 取 es = 一 41， 21=1，es=414,， 则 由 假设 条 件 (7) 有 
f(£, 7) = dE —2d.En—- dn =06 
再 由 假设 条 件 (8) 知 ， 上 式 可 写 为 
air， 7)= (di6 -dn — dn =0, 

由 此 可 知 6=d; 一 di1，= di 满足 1 (5，7) =0。 下 面具 要 验 
证 按 这 种 方法 选取 的 siuv 志 0 即 可 。 这 一 步 我 们 留 给 读者 去 

由 定理 4 可 推出 

推论 ” 设 f0 =1, t=7, 1152 =6t1;1 一 t:。 则 当 # 守 0， 
k= (tf, 十 1)*+ 2 时， 方程 (1) 有 人 解 。 

证 因为 此 时 有 hk 一 2= (ft; 填 1)?+0?,， RR+2= (tf, 十 1)? 
+ 22?， 故 取 a = 力士 1， b=0, ail=2, 61=t, 土 1 ,41= 干 1， 
4,=1， 则 有 d1=t, 土 1 二 2=t, 二 1]，ds =t, 土 I。 因 为 ?>>0 
时 有 it, 宇 7, 故 d1d, 夺 0， 且 di d= (二 1)?+(t, 土 1)?= 
2(f+1)。 又 因 


32 十 1 2 ?二 工 2! 
e 十 ee “ I -一 
f= el+vV2, e=1-v 2， 


从 十 了 2 
故 有 4,= -2 | :使得 二 一 242 = 一 1， 于 是 知 


di+qdzi=2(2+1)=(204)2。 
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这 就 验证 定理 4 的 条 件 全 部 得 到 满足 ， 证 毕 。 
对 于 一 般 的 丢 番 图 方程 
ax*+bxy*+cys*=d2z*, (x,y)=1, xy0, (9) 
利用 初等 方法 还 可 以 得 出 一 些 结果 。 例 如 d =a 时 ，(9) 化 六 
32(5X2 二 cy2)=a(z 一 X2)(Z 二 X2)， 
可 利用 分 解 因子 法 〈 兄 第 二 章 82) 加 以 研究 ， 或 者 ，( 9 ) 的 
左 端 可 分 解 ， 化 为 
(qixX TDIXyTTCIY2)CdaX2 二 DoXyTTCay2) = dz2， 
根据 唯一 分 解 定理 使 问题 得 到 展开 。 在 这 方面 ，Sinha[ 证 
明了 当 (c,bc,dq)= (3,10,3,3) 或 (1,3,9,1) 时 ， 方 程 (9) 无 
解 ， 当 (ayp,c,d) = (3，-2，-1，3) 或 (1;,1,1,3) 时 ， 方 程 
(9) 仅 有 解 x? = y?=1， 当 (a,b,c,d) = (1,10, 9,3) 时 ， 
方程 (9) 仅 有 解 yY* =1，x?* =1 或 9。 
此 外 ， 对 丢 番 图 方程 
axs*+tby*=c2, (x,y)=1, 
也 有 过 一 些 工作 5 2， 例如 Mordell! 2 利用 分 解 因子 法 和 无 . 
穷 递 降 法 证 明了 :， 设 
1) d=p,，p 三 7，11(mod16); 或 
2) d=2p，p 三 士 3(mod8); 或 
3) d=4p，p 三 土 3， 一 5(mod16); 或 
4) d= ~-p,，p 二 二 3， 一 5(mod16); 
则 丢 番 图 方程 
Xx*+dy*=2, (x,y)=1 (10) 
无 正 整 数 解 。 
同样 方法 可 研究 方程 (10) 当 qd = pg，2pgq 或 4p9,p,4 是 
不 同 的 奇 素数 时 的 解 。 
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》6 一 些 四 元 四 次 丢 番 图 方程 


四 元 四 次 丢 番 图 方程 
ax*+tbytt+czt*=dwt, abcd 志 0 C1) 
的 研究 是 很 困难 的 。Euler 有 一 个 著名 的 猜想 是 : 丢 番 图 方程 
X4 二 74+24=u4，Xy2S0 (2) 


没有 整数 解 。Wardr ts32 证 明了 当 w 二 10000 时 Euler 狂 
想 是 正确 的 。Lander，Parkin 和 Selfridge!s 把 w 的 上 界 
推 到 220000。 
1981 年 ，Guy'*! 指 出， 不 仪 对 方程 (2)， 其 至 连 丢 番 图 
方程 
X4 二 y4 二 24 2 (3) 
是 否 有 解 也 未 解决 。1983 年 ， 郑 格 于 ! 5 找到 了 方程 (3) 的 无 
益 多 组 解 : 
x =at*—~bt 
y=2ab — 2ab’ 
z=2ab+2abs 
w= (a +b)*—4ab? (a —b?)? 
(参阅 第 二 章 82)。 但 方程 (3) 的 全 部 整数 解 的 表达 式 仍 没有 
找到 。 最 近 ， 在 日 本 京都 大 学 主办 的 “ 丢 番 图 问题 "(1988 年 
2 月 ) 会 议 上 *,Noam D.Elkies 利 用 酉 圆 曲线 证 明了 方程 (2) 
有 无 穷 多 组 解 ， 并 且 用 计算 机 找到 了 一 组 解 ，x = 2682440 ， 
y=15365639，z = 18796760，zw= 20615673。 这 就 否定 了 
Euler 犹 想 。 
现在 我 们 给 出 方程 (1〉 在 两 个 特殊 情况 下 构造 部 分 解 的 


* 见 《 中 国 数学 会 通讯 >》1988 年 6 月 (第 2 期 ) ， 第 11 页 。 
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方法 。 
1 。 对 于 丢 番 图 方程 
XA4+ y=24+ wt, (4 
令 xX=attc, y=bt-d, z=at+d，w=bt+c， 这 里 a,b， 
c,d 是 参数 ， 代 入 (4) 得 
(at+c) +t (bt—-d)*= (attd)’+ (bt+c)o (5) 
由 (5) 展 开 知 ， 含 1 项 与 常数 项 两 端 分 别 相等 。 现 令 含 纪 的 
两 端 系数 相等 ， 得 出 
clas— bs)=d(as +6°), 
显然 此 在 c=a +6，d =as 一 0 时 成 立 , 于 是 在 c= as +bs， 
d =a -外 时 (5) 化 为 
6(a2zc2+pb2ad2)t2 二 4(dcs ~ bd’:)t 
=6(a2cd2 十 D2c2)12 十 4(aads 十 bcs)t 
两 端 除 以 2t 得 出 
3t(a* ~b*)(c*—d’)=2(ad’ ~acs+bce’s+bd’), 
把 c =a +b”，d=as~b 代入 上 式 并 解 出 t， 于 是 得 到 方程 
(4) 的 无 穷 多 组 解 
X=d7+6502 一 2a304+ 3ab5 + abs, 
y=asb—3a5b’—2040s +abs tb, 
2=a’' +asb?— 2ab4— 3a20° + abs, 
w=a bt+3ab’—2atbs+abs +b’, 
IT 。 可 以 证 明 丢 番 图 方程 
X4 十 3 十 424= 荔 4 (6 
有 无 穷 多 组 整数 解 ， 例 如 ， 
X=a4 一 204，23=2as0，2z=2ab3， 由 =a4+204。(7 小 
构造 这 组 解 的 方法 是 ， 把 求 (6) 的 整数 解 化 为 求 方程 
X*+ Yt+42“=1 (8) 
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的 有 理解 。 令 
X:+2YZ=1, 
则 
Y 4+4Z24=1—- X=1- (1-~-2Y2):, 
(Y :+2Z2’)*=4Y2Z, 
和 了 2?+272=2vy7Z。 
令 上 = 如 2Z，1 为 有 理 数 ， 则 有 


4 > _ 21 215 
2002 I ra Yse 
因为 


(Y?-22)*=4YZ(1-2YZ)=4Y ZX’, 


这 就 得 出 (8) 有 有 理解 


二 万 一 2 Y= 2t° = 2 
tf*+2? 给 十 2 14+2° 


令 1 = pb? a,bE ZZ，b60， 则 (8) 的 有 理解 为 


-0 一 20 yy .2a 7 200 
at+2b* ? a4 十 204 ? G4 十 204 
于 是 给 出 (6) 有 解 (7)。 
由 于 (6) 可 化 为 


(y+2y2+ 222)(y: 一 2yz 十 2z2)=(z2 一 X%2)(w2 十 X2)， 
故 用 分 解 因子 法 ， 可 给 出 方程 (6) 的 一 些 新 解 。 
最 后 ， 对 五 元 四 次 丢 番 图 方程 


Xi Xt XI+ Xi= x (X19 sy Xs) =1, (9) 
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1911 年 ，Norriel 5 找到 了 一 组 解 
304+1204+2724 十 3154=3534。 

现在 的 问题 是 ， 方 程 (9) 有 参数 解 吗 ? 能 给 出 (9) 的 全 部 解 

吗 ? 这 是 一 个 不 易 回答 的 问题 。 
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第 八 章 ”高 次 丢 履 图 方程 


本 章 介绍 各 种 类 型 的 高 次 竺 番 图 方程 的 解法 和 主要 结 
果 。 


§1 丢 番 图 方程 x*"- Dy:=1 和 x*- Dy?*=1 


丢 番 图 方程 

x2"-Dy?:=1，7n>>1，D>>0 上 日 不 是 平方 数 (1> 
的 可 解 性 ， 在 n= 2 时 已 经 有 过 大 量 的 工作 (参阅 第 七 章 $1)。 
现在 我 们 来 研究 二 2 的 情形 。1986 年 ， 曹 珍 富 '1 证 明了 

定理 1 如 果 ”>>2, 且 Pel] 方 程 和 2 -万 了 := -1 有 整数 
解 ， 则 方程 (1) 仅 在 *=5，D =122 时 有 正 整数 解 x=3， 


yy=22。 
这 个 定理 的 证 明 用 到 了 方程 
xX? 十 1=2y”，p 是 素数 >>3 (2) 
和 
x* 一 1=2y*，p 是 素数 >>3 (3) 


的 结果 。 在 p=3 时 ，( 2) 和 (3) 的 全 部 解 已 在 第 六 章 的 
$2 中 给 出 ， 即 方程 x*+1=2y?: 仅 有 整数 解 (x，y) = (-1， 
0)，(1， 士 1) 和 (23， 土 78)， 而 方程 x 一 1=2y?* 仅 有 整 
数 解 (Xx, y)=(1, 0) 。 
Nagell!*! 和 曹 珍 富 分别 用 不 同 的 方法 给 出 了 方程 (3》 
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的 全 部 解 ， 证 明了 (3) 仅 有 正 整数 解 =5，x =3，» =11。 
对 方程 (2〉 ,我 们 及 
定理 2 如 果 方程 (2) 有 正 整 数 解 ， 则 除 x = y=1 外 
必 有 2ply。 
证 ”由 方程 (2) 得 
x*+1 


(x+1) (二 二 ) = 2 ， 


由 于 ( x+1 ， 兰 入 2 =1 或 p， 故 上 式 给 出 


Bd 


xX+1=2y1i, 3, =yiys， (4) 
或 
2 xX"+1_ 2 
XxX+1=2py1 ， ‘x+1 =py;, y=py1y,。 (5) 
由 本 章 后 面 的 83 知 ， 4) 的 第 二 式 给 出 x =1，y， =1， 故 
给 出 (2) 有 正 整 数 解 x =1，y =1 。 
对 于 (5) 式 ， 此 时 已 有 bl y， 故 只 需 证 明 2| y。 为 此 ， 
设 2+y， 则 由 (5) 式 的 第 一 式 给 出 x 三 1 (mod 4)， 这 就 有 


(-x)+Is=0 (mod 4 )， 于 是 由 第 二 章 §5 的 例 2 知 方程 
(31 = 3 无 解 ， 这 就 证 明 (5 ) 的 中 间 一 式 不 成 立 。 
于 是 有 21y， 从 而 2p1y。 证 毕 。 
现在 我 们 给 出 定理 1 的 证 明 。 设 XX?- DY?: = -1 的 基 
本 解 为 6= 针 ,+ 了 ow DD， 则 由 第 五 章 33 可 知 ， 方 程 (1) 给 出 
x"+yvD=62", m>06 
令 5 = 了 -了 了 uv 万 ，66 = -1， 则 上 式 给 出 


60"+6", /+t+6" / 
DY。 5) 


313 


由 12 知 必 有 4In 或 pln，p 为 奇 素数 。 在 4 1 时 ， 可 设 
n=4r，? 之 0， 则 (5) 式 为 

C(x):-2 (0 +6) =(-1)" 
此 由 方程 Xx“ 一 2y? = 土 1 的 结果 知 ， 仅 给 出 x" =1， 这 由 (1) 


知 y=0 ， 不 是 1) 的 正 整 数 解 。 
在 pin 时 ， 可 设 %= br，r>0， 则 (57) 化 为 


Cx):+(-1)"=2( 70), (6) 


在 2|m 时 ， 由 定理 2 知 2519 10, 但 出 2|jm， 设 w=21 得 
62!+ 82! Si+6! 2 
2 (和 ) -CD 

为 奇数 ， 故 (6) 给 出 21m， 即 有 


(x97 -1=2 (0 +0), 


此 由 关于 方程 (3) 的 结果 知 , 仅 有 =5,x" =3， 了 人 
由 此 给 出 方程 (1 ) 仅 有 正 整 数 解 4=5， 刀 =122，x =3， 
y=22 。 证 毕 。 

利用 这 种 方法 ， 曹 珍 富 还 证 明了 以 下 一 系列 结果 

定理 3 设 es = +oov 万 为 Pell 方 程 寻 - Du: =1 的 
基本 解 ， 则 方程 〈1》 的 正 整数 解 不 满足 

x"+yIv DD=e", n>2, m>0。 

定理 4 设 i>2， 吕 二 0 (moi42) 县 方程 4?* 一 Dv?=27n 
(7 = 士 1) 有 整数 解 ， 则 方程 1〉 无 正 整 数 解 。 

这 个 定理 的 证 明 用 到 了 方程 x*" 土 1 =y? 的 结果 (本 
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=11, 


章 83) 。 

推论 1 设 i>2，D =2p，p 圭 3 (mod4) 是 素数 ， 则 
方程 (1) 无 正 整数 解 。 

推论 2 设 n>>2，DD =2 (2 二 1)，1E2Z ， 则 方程 (1) 
无 正 整 数 解 。 

对 % = 3， 我 们 及 

定理 5 设 方程 如 - Do2 =27 G= 土 1) 有 整数 解 ， 则 
方程 x* -Dy?=1 除 开 D =7，x =2，» =3 外 ， 无 其 它 的 正 
整数 解 。 

定理 6 设 D=3 (mo148)〉 且 Pell 方 程 w* Dv:=1 的 
基本 解 e =Wo+vov DD 满足 214o， 则 方程 x* 一 Dy?=1 除 开 
刀 =6083 (=7"11.79)，x=23，y=156 外 ， 无 其 它 的 正 整 
数 解 。 

显然 ， 在 研究 方程 (1〉 的 过 程 中 , 方程 (2〉 起 了 决 
定性 作用 。 曹 珍 富 ' 提 出 了 如 下 猜想 ， 丢 番 图 方程 (2) 在 
六 >3 时 仅 有 正 整数 解 x=y =1。 这 个 猜想 如 果 得 到 证 明 ， 那 
么 定理 3 一 6 都 将 得 到 很 大 的 改进 。 进 而 可 能 证 明 ， 在 % 之 ?时 
方程 (1) 的 正 整数 解 x，y 满 足 x*+yv 万 =e， 这 里 s 为 
Pell 方程 4: 一 Dv? =1 的 基本 解 。 

Tartakowski'l 对 于 丢 番 图 方程 

X22 一 号 y?"=1，n>>2，D>>0 量 不 是 平方 数 ， (7) 

证 明了 

定理 7 设 Peli 方 程 s? -Dv? =1 的 基本 解 为 es， 则 (7) 
的 正 整数 解 x*，y 满足 

x"*+y" /De=e 或 2， 

且 e 仅 出 现 有 限 次 。 

人 在 方程 XX? DY?= -1 有 整数 解 时 证 明了 (7) 仅 有 
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解 y =0。 这 一 结果 包含 在 定理 1 中。 此 外 ， 对 定理 7 中 e ?出 
现 的 次 数 可 进一步 证 明 为 1， 且 e :出 现时 必 有 DD 二 7(mod8)。 
如 果 212， 则 es ?不 出 现 。 
对 于 比 〈7) 更 为 一 般 的 方程 
Xx" 一 Dy*"=1，DD>>0 晶 不 为 平方 数 ，+ 二 1,m>1，(8) 
曹 珍 富 '" 还 证 明了 
定理 8 设 方 程 w2 一 Dv?=2n (7= 土 1) 有 整数 解 ， 则 
方程 (8) 无 整数 解 。 
定理 9 设 刀 =3 (mod8) 叶 Pell 方 程 4* -Dv?=1 的 
基本 解 ko+ usw 万 满足 ?lwe， 则 在 由 >2 时 ， 方 程 (8) 无 正 整 
数 解 。 
Lijunggren'"! 考虑 了 丢 番 图 方程 
xX2 一 妃 y2 =T，8H>>2， 刀 >0 昌 不 是 平方 数 (9) 
的 解 ， 他 用 Siegelisl 的 一 个 结果 和 定理 7 证 明了 
定理 49 设 x>3，DD +1 不 是 平方 数 ， 则 方程 (9〉 最 多 
有 两 组 正 整 数 解 x，》 。 如 果 n = 3， 则 对 所 有 DD， 方 程 (9》 
都 最 多 有 两 组 正 整 数 解 。 
对 于 D+1 是 一 个 平方 数 ，Ljunggren 证 明 ， 如 果 刀 超 
过 一 个 仅 取决 于 ”的 某 个 界限 ， 则 方程 (9) 也 最 多 有 两 个 正 整 
数 解 。 
曹 珍 富 '"1 利 用 方程 (1 〉 的 一 个 结果 (定理 1)， 证 明了 
定理 11 设 D=2，5 (mod8)， 且 Pell 方 程 X?~DY? 
= 一 1 有 整数 解 ， 则 方程 (9) 无 正 整 数 解 。 
证 设 6=Xuo+ 了 vv 万 是 Peli 方 程式 2 - DY?:=-1 的 
基本 解 ， 如 果 方 程 (9) 有 正 整 数 解 x，» ， 则 有 
x+y"VD=6", m>0。 
令 6 满 足 85 = -1 ， 则 上 式 给 : 
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故 m Rm A 
(S20, To )=1。 所 以 (10) 给 出 


2 2vD 
6 + =2"-! y!', -3 y=2y1y2» (11) 
或 
6"+6’ 0 gt ys 
= 1 9 -2 ! 3, Y=2y1Y2。 (12) 
由 (11) 式 得 出 


(2 y1)*—- Dyi"=(-1)", 
此 在 DD 三 2(mod8) 时 显然 不 成 立 ， 而 在 D==5 (mod8) 时 ， 
对 上 式 取 模 8 得 -5=(-1)” (nod 8) ， 此 不 可 能 。 现 出 
(12) 式 得 

yy 一 (221y3)2=( 一 1)”， 
取 模 4 知 21m， 故 由 定理 1 知 ， 此 时 也 不 可 能 。 这 就 证 明了 定 
理 11。 证 毕 。 

由 定理 11 可 知 ， 设 D =2，p 或 2p， 这 里 p 三 5(mod8) 是 

素数 ， 则 方程 (9 ) 无 正 整 数 解 ， 设 刀 = (28+1)2+1 ,或 
妃 =(4k+2)?+1，kREZ， 则 方程 (9) 无 正 整数 解 。 


由 方程 (1 》 和 《9) 的 结果 可 以 推出 {2) 不 是 一 个 2 次 
等 (kt> D 。 这 是 Erdis 关于 组 合 数 (”) 铺 想 的 偶 指数 情形 


的 最 后 解决 "。 同 时 ， 由 于 Pell 方 程 x? ~- Dy?: =1 的 解 x. 和 
.9 :各 构成 一 个 Pell 序 列 
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Xo=1, Xi1=0, X:..- =20X: :~ Xs (13) 
利 

yo=0，y1=D，y=2ay 1 一 325 (14) 
这 里 =a+ bw D 是 Pell 方 程 x* -Dy =1 的 基本 解 。 故 刊 
用 定理 1 和 定理 11 可 给 出 Pell 序 列 (13) 和 (14) 在 某 些 条 
件 下 没有 R& (>2) 次 方 数 ， 例 如 有 

推论 3 1 设 a=2u?+1， 则 Pell 序 询 (13〉 中 除 x。=1 
和 xXx! =2*11?+1=35 外 ， 没 有 其 他 的 8 二 2 次 芋 。 

推论 4 设 a=2u?+1,6=24uv， 这 里 4? 一 Dv?=-1， 
且 吕 =2，5 (mod8) ， 则 Pell 序 询 (4) 中 没有 R> 2 次 客 

( 除 yo=0) 。 

现 取 D =5， 则 4=2，v=1， 于 是 a=9,，4b =4，Pell 序 

列 〈14) 即 为 

Jo=0，y1=4， ya =18Y,.41— Ys (15) 
由 推论 4 的 结论 知 ， 序 列 (15) 中 除 y。= 0 外 没有 一 个 & 之 2 次 
稀 。 

最 后 指出 ， 在 刀 的 某 些 更 强 的 条 件 下 ， 可 以 改进 前 面 的 
某 些 定理 ， 例 如 ， 王 笃 正 和 曹 珍 富 叫 证 明了 在 刀 志 3(mod4) 
时 ， 方 程 (1) 的 正 整数 解 x*，y 不 满足 

x"+yVD=e", n>2, m>0, 
这 里 es。 = +oov 万 为 Pell] 方 程 好 - Dov? :=1 的 基本 解 。 在 
三 3 (mod4) 时 还 可 从 如 下 的 一 个 结果 中 得 到 一 些 补充 。 
定理 12 设 Pell 方程 wz -Dv:=1 的 基本 解 se=zo+ 
vov DD 满足 2t14。， 则 方程 (1》 的 正 整 数 解 x，y 不 满足 
x"*+yvVD=e", n>2, m0 6 (16) 
推论 5 设 门 =bdq，D，9 是 素数 ， 且 b=5 (mod 8)， 
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4 三 7 (mod 8) ，( 二 )=1， 则 Pell 方 程 w* ~ Do* = 1 的 基本 


解 请 四 300， 故 方程 〈1 ) 的 正 整 数 解 不 满 
中 《16》 球 式 。 


S 2 王 番 图 方程 x*+bxtce=dy* 


对 于 丢 炙 图 方程 
ax*+bx+c=dy", n>3, ad 坟 0, (1) 
这 里 as，4,c,d 均 是 给 定 整 数 ， 一 个 已 知 的 结果 是 由 Landau 
和 Ostrowskin3 以 及 Thue' i 给 出 的 。 
定理 1 如 果 5* 一 4ac 三 0， 则 方程 (1 ) 最 多 具有 有 限 
个 整数 解 x，» 。 
Ljunggren 大 力 地 研究 了 方程 (1 ) 的 一 些 特殊 情形 ， 、 
他 中 证 明了 | 
定理 2 设 二 次 域 Q (vw - D〉 的 类 数 4 不 被 "整除 ， 则 
丢 番 图 方程 1+ Dx* =2y”( 当 D=1 (mod4)) 和 1 + Dx?= 
4y”( 当 吃 二 3 (mod4)) 均 没 有 满足 y 之 1 的 整数 解 。 
由 此 推出 ， 方 程 1+ x* = 2y”，# 之 3 仅 有 正 整 数 解 x =1， 
y=1， 以 及 方程 1+ 3x? = 4y"，n 宇 3 仅 有 正 整 数 解 x =1 ， 


y=1， 等 等 。 
对 于 丢 番 图 方程 


x2+D=y", n>1, (2) 
1944 年 ，Ljunggrent3 利用 代数 数论 方法 证 明了 
定理 3 设 D=1 (mod4) ， 刀 >>0 无 平方 因子 。 如 果 
刀 -1=22t71 刀 |,，2+ 吕 D1,，k 宇 0, 且 1 不 整除 QC(v - D ) 的 类 
数 ，2+n， 则 方程 (2〉 无 整数 解 。 
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当 D =p*，p 是 一 个 素数 时 ， 方 程 (2〉 化 为 
x*+p’:=y", 7>], (3) 
这 时 把 x，”，7 都 看 成 变 元 来 研究 方程 (3) 的 解数 , 
Ljunggreno 证 明了 
定理 4 设 D=p*:，p 是 素数 日 p? 一 1=2***!'l，2+l， 
k 宇 0， 则 方程 (3) 最 多 只 有 有 限 个 正 整数 解 x，? 和 ?。 
1985 年 ， 改 awamoto02 发 现 Ljunggren 关 于 定理 4 的 证 . 
明 有 误 ， 因 而 他 重新 给 出 了 一 个 完全 的 证 明 。 
首先 ， 在 Q@ 〈w-1) 中 分 解 (3) 式 (注意 D=p*) ， 容 . 
易 证 明 "; 
1) ” 设 2+% 量 方程 (3) 有 和 解 ， 则 y= a? +1 或 a? + p?， 
acEZ。 
2) 设 %=rs，r，s 均 是 奇 素数 且 方 程 (3 ) 有 解 ， 则 : 
2=a+l， acE2Z。 如 果 7” 冯 S， 则 方程 (3) 没有 解 。 
3) ” 设 2t+n,，p? 一 1=22*11]，2+l, k 宕 0, 则 y=a?+p?，,. 
aEZ 时 不 满足 (3) 式 。 
其 次 ， 我 们 可 以 证 明太 
4) 设 n=r?, r 是 奇 素数 ， 且 p?* 一 1=22t1!1l ，2+l， 
k 宇 0， 则 y=a?+1 不 满足 (3) 。 
证 若 y=a:+1l 满 足 (3) ， 则 有 
x*+p*=[(a:+1)"]’, 
故 得 出 
XxX+pi=[(ati) "= (ct+di)’, ctdi= (ati)’。 (4) 
从 (4 ) 的 第 一 式 知 dp， 故 d = 土 1 或 鞋 p。 如 果 d = 士 1， 
则 (4 ) 的 后 一 式 给 出 cz +1= (a?:+1)'， 这 是 方程 x?+1= 
y7” (7 为 奇 素数 ) 的 特例 〈 见 83 ) ， 易 知 这 不 可 能 。 于 是 : 
d= 土 p， 从 而 
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X2 十 力 2 =〈(c2 十 力 2)7。 
但 这 由 3) 知 也 不 可 能 。 这 就 证 明了 4)。 

由 1) 一 4 容易 推出 定理 4。 

当 万 取 一 些 具 体 数值 时 ， 我 们 可 以 给 出 (2) 的 全 部 解 。 
例如 ，1943 年 ，Ljunggrent 第 一 个 给 出 了 方程 x*+2=y" 
(>1) 的 全 部 解 。 后 来 ，Nagellt%9 在 1955 年 前 后 又 给 出 
了 方程 “+8=y” (>1) 的 全 部 解 。1977 年 ，Brown 中 在 
m 宇 3 为 奇数 ，7 为 奇 素数 日 (4)2+y，1 记 -1(mod8) 或 (6) 
21y ，#> ”2 ，nsm 时 解决 了 如 下 方程 

X2+2"=y", n>2。 (5) 

1983 年 ，Toyoizumic 解 决 了 方程 (5) 当 y=3 时 的 特殊 
情形 。1986 年 ， 草 珍 富 己 彻底 解决 了 方程 (5) ， 证 明了 

定理 5 方程 (5 ) 的 全 部 正 整数 解 为 (m，n，x,y) 

= (6s+1, 3, 2°'*5, 22.3), (6s+2, 3,23'.11,22'.5), 

(4s+5，4，22 7，2:.3) ， ( 10s+5, 5, 25°+3.11 ， 

22571.3) 和 (C2s+ 3) (2+1) 1, 2s+3, 20271002+n-1, 

2”'*!)， 其 中 s，t 为 任意 非 负 整数 。 

这 个 定理 的 证 明 ， 主 要 困难 在 于 解决 2+y 的 情形 。 此 时 
我 们 分 成 y 寺 3 (mod4) ，y=5 (mod8) 和 ys=1 (mod8) 
三 部 分 来 讨论 ， 

1) yy 二 3 (mod 4) 时 ， 如 果 m =1， 则 由 x?+2=y” 
(>1) 仅 有 正 整 数 解 x=5，y=3，n= 3 知 ， (5) 仅 有 解 
Cm,，#，X，y) = (1，3，5，3) 。 如 果 m >L， 则 对 (5) 取 
模 4 知 2|n， 故 用 分 解 因 子 法 易 知 ， 仅 有 (wm，m ，x，y) = 
《5，4，7，3) 。 

2) y 二 5 (mod8)〉 时 ， 如 果 m 宇 3， 则 (5) 给 出 214%， 
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故 易 知 ( 5) 仅 给 出 〈m，2 xx，2) = (4 2，3，5)。 如 
果 m <3， 则 m = 1 或 2。 易 知 m=1 不 可 能 ， 所 以 m = 2， 方 程 
(5) 化 为 
X 2 二 4=y"， 2+7o 

由 Gauss 整 数 的 性 质 知 y=R&2: +4。 利 用 Ljunggren 的 一 个 定 
理 ( 见 第 七 章 83〉 知 # 二 3 (mod4) ，R 三 土 1 (mod5) ,于 
是 利用 Pell 方 程 的 解法 知 ， 仅 有 hk = 土 !， 给 出 《5 〉 此 时 仅 
有 解 (m,n,，x，»，)=(2,，3,，11,，5) 。 

3) yy 三 1 (mod 8) 时 ， 如 果 21n， 易 知 不 可 能 。 如 果 
2+%#， 则 在 2|m 时 用 Gauss 整数 的 性 质 可 证 也 不 可 能 ;而且 
在 2+m 时 ， 在 二 次 域 Q〈w-2) 中 讨论 (5 ) ， 易 知 也 不 可 


能 。 
在 2|y 时 ， 定 理 5 的 证 明 需 用 方程 
XxX:*+1=2y”, 1>2 (6) 
2x2+1=y", n>2, (7) 
和 
XxX’+1=y”, n>1 (8) 


的 结果 。 方 程 〈7) 在 81 中 已 经 介绍 过 ， 方 程 (8) 是 Catalan 
猜想 的 特例 ， 早 已 由 Lebesgue'! 解决 〈 一 个 证 明 见 第 二 章 
84) 。 而 方程 (6) 是 定理 2 的 特例 。 实 际 上 ，Stirmer 中 也 
曾 解决 了 方程 (6) 。 

Brown 思 还 讨论 了 方程 x*?+32"i!1=y?,3x2+22"=y? 
以 及 2x% + 3”"=y? (这 里 如 关 0，2 为 奇 素数 ) 的 解 。 

Nagell 55 对 于 方程 

Xt+8D=y",， 1>3; (9 

这 里 吃 无 平方 因子 ，2+1D>>0 ， 证 明了 车 干 定理 ， 例 如 他 证 . 
明了 
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定理 6 设 z>3 是 奇数 ，Q (vw-2D) 的 类 数 不 被 ? 整 
除 。 恕 果 刀 =1 (mod 3)， 则 方程 (9 ) 没有 整数 解 。 
定理 7 设 4=p'，f/ 庆 1]，p 三 土 1(mo:l 8) 为 奇 素数 ， 


央 Q 《ww-2D) 的 类 数 不 被 ?整除 ， 则 方程 《9 ) 最 多 有 一 个 
正 整数 解 x，y 。 

Brownc 还 讨论 了 方程 (2 ) 当 D = 3，5 的 情形 ， 例 如 
他 用 代数 数论 的 基本 知识 证 明了 

定理 8 方程 x+3=》 ，1>2 没 有 解 。 

方程 x+T5=》 ，8#>2 早已 由 Nagell572 证 明 是 没有 解 
的 。 当 号 二 1 或 2 (mo44)，D >>0 无 平方 因子 时 ，Nagell 还 
给 出 寻求 方程 (2〉 的 全 部 整数 解 的 方法 。 

LjungzrenT 对 于 丢 番 图 方程 

x*+4D=y", (yy, 2)=1 (10) 

证 得 

定理 9 设 mn=g 是 奇 素 数 ， 刀 >>1，2+ 嘱 且 忆 无 平方 因 
子 >1。 如 果 Q( ~ 品 ) 的 类 数 不 被 奇 素数 g 整 除 ， 则 在 9 二 3 
(mod 8 ) 时 ， 方 程 (10) 无 整数 解 ， 而 在 4 三 3 (mod 8) 
时 ， 对 给 定 D， 方程 (10〉 最 多 只 有 有 限 多 组 解 x*，y 和 素 
数 g ， 且 这 些 解 可 以 有 效 计 算 。 

例如 Ljunggren 给 出 两 个 例子 : 


例 1 丢 番 图 方程 
x*+28=y: ,2>1 (11) 
在 第 六 章 已 解决 了 z= 3 的 情形 。 现 设 2>>3， 则 有 中 方程 (11》 
在 2+yz 时 无 解 。 
例 2 丢 番 图 方程 


XxX:*+12=y: ,2>1 
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在 2+z 时 无 解 。 
对 于 丢 番 图 方程 
cx:+D=y", n>1, (12» 
设 c，、D 和 1 都 是 正 奇数 ，DD>>1 和 cD 无 平方 因子 光 1 ， 


Q (wc) 的 理想 类 数 为 h, 且 令 D+(-1) ?=2".DD,， 
2+ 吃 1:， 则 Lijunggreac5o 证 明了 以 下 三 个 定理 : 

定理 10 如 果 h 丰 0 (modn) ，m 三 1] (mod2) 且 cD=$ 
(mod4) 或 c 吃 二 3 (mod8)，2# 志 0 (mod3)， 则 方程 (12) 
没有 整数 解 x，y 。 

定理 11 设 n=g>>3 是 素数 ，cDD 寺 7 (mod8) 。 如 果 
hh 志 0 (modq)，m 三 0 (mod2) 且 q 志 cD (mod 8) ， 则 方 
程 (12) 无 整数 解 x，y 。 

定理 12 如 果 D=1 (mod4),，cD 直 7(mod8) 且 2|m, 
则 对 给 定 的 c，D, 在 ocD,=5 (mod8) 或 c=1， 呈 ,=3 
《mod8) 时 ， 方 程 (12) 最 多 只 有 有 限 个 正 整数 解 x，y 和 
g (素数 ) 。 

1964 年 ， 荆 junggrengs 进一步 证 明了 

定理 13 设 *=p'，p>>3 是 素数 ， 且 hh 所 0 (mod n)。 妃 
果 p 志 3c (-1) 了 《mod8) 或 DD=0 (mod p)， 则 丢 番 图 
方程 

cx?+4D=y", >1, 2+y, (13) 

没有 整数 解 。 

证 由 于 两 个 主 理 想 数 fcx+2w-cD]j] 与 [cx 
2 -cD] 的 最 大 公理 想 因 子 为 [c， w-c 万 ]，[c] = [Fe ， 
VcD]? 且 易 知 (x，y) =1， 故 〈13) 给 出 

[ex+2 wvV-cDI]=[Eesv -cD A?’, 
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这 里 4 是 域 Q (vw-cD) 中 的 一 个 理想 数 。 所 以 
[ex+2wv-5Dj =rc. A (4 = .457，(14) 

如 果 类 数 蔽 (0 和 e<j) 整除 ， 但 不 被 p'*! 整除 ， 则 存 
在 两 个 有 理 整数 <，A 使 得 

ap'- ph=p°。 
因此 由 (14) 式 ， 我 们 有 

4 一 .47 一 [1]。 
于 是 有 理想 数 方程 

utvuv -cD 


加 pi-e 
一 2 一 二 一 一 一 一 -一 -一 一 一 
[ex+2 wieD] =re] | | ， (15) 


这 里 4,v 是 有 理 整数 , 且 4=v(mod2)。 因 为 p>3,Q(w-cD) 
中 的 所 有 单位 数 是 p 次 赛 ， 故 〈15) 式 给 出 


(cx+2w/ 一 ce 站 )2=c (toe) 


3 


Wi 三 v1 (mod 2) 。 (16) 


由 于 可 写 如 truvoD (uve th -Dy 
2 2 


， 4Q!1 汪 Ob 
(mod2)， 故 〈16) 式 给 出 
xwvT+a2wv 二 7D- (ev eta 人) 
2 Ed 


as 三 b, (mod 2)。 (17) 
比较 一品 的 系数 ， (17) 式 给 出 


由 一 了 


pl 
2 = DA) bo CD) (18) 


此 给 出 5.121!， 政 b= 土 2'，0 声 s 夺 p+1。 现 对 (18) 取 
模 p 得 | 
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bi(-D) 三 2 Cnmnodp) ， 


“07 4 (mod p) ， 
J/ 


二 -4 (moi p) 。 
i 0 和 sp+1, 族 在 如 >5 时 ， 上 式 给 出 s 盖 0， 
于 是 cy ，5: 均 是 偶数 ，〈17) 给 出 
x c+ -DD=(aev ct bv -DD)’, (19) 
12:-D\? 
如果 关 =5， 则 5 = 土 1， 由 (18) 得 出 万 ?上 13=5( 2 ) ， 


性 


对 此 取 态 8 知 不 可 能 。 

利用 一 些 同 余 技巧 ， 从 〈19) 可 以 非得 定理 13 的 证 明 。 
用 类 似 的 方法 ， 还 可 证 明 

定理 14 如 果 js (mod 1)，D=(-1) 7 (mod 3)， 
且 下 列 条 件 的 一 个 成 立 ; 

1) cE0 (mod3); 

2) c 硅 土 ] (mod8) 


3) c= 三 土 3 (mol48) 是 c=(-1)” El "(Cmod 3) ， 
则 方程 (13〉 没 有 整数 解 x<，y (在 c 了 =3 (mod8) 时 还 既 
求 # 专 0 (mod3)) 

对 于 一 个 具体 的 方程 3x?+ 28 = y"*, nn 之 3， 用 以 上 方法 
可 以 证 明 在 *>3 时 无 整数 解 。 

对 于 丢 番 图 方程 

x?*+D=4y", n>2, x>0, y>0, (20) 

这 里 已 二 3 (mod4) 是 一 个 无 大 于 1 的 平方 因子 的 正 整数 ， 
曾经 有 过 很 多 工作 。 例 如 口 =3，x=2z+1， (20) 化 为 
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22 二 2+1=y" ?>2,，2z 宇 0，» 之 0， (21) 
Nagell! 当 证 明了 在 3+% 时 方程 (21) 没有 y 寺 1 的 整数 解 。 他 
同时 还 证 明了 方程 

22+Z+1=3y", 1>2, 2>0, »>0 
在 z>1 时 没有 解 。Ljunggren5a 给 出 方程 (21 ) 在 *= 3 时 仅 
有 解 y=1 和 y =7。Persson5 对 于 方程 


十 
4 ty, n>2,， D>3, (22) 


这 里 刀 三 3 (mod4) ， 证 明了 
定理 15 设 %=p 是 给 定 的 奇 素数 ，Q(w -万 ) 的 类 数 
kh 满足 pth， 则 仅 有 有 限 个 口 使 得 方程 (22) 有 人 解 x，y ， 并 且 


22 十 之 十 


方程 (22) 的 整数 解 ?< 孝感 cosec?z + 1 。 对 给 定 的 DD 和 


bp ， 方 程 (22) 最 多 有 了 了! 个 解 y 。 


这 个 定理 的 后 一 部 分 在 1957 年 又 被 Stolte4 加 以 改进 ， 
得 到 如 下 的 

定理 16 设 %=p 是 给 定 的 奇 素数 ,Q(w 二 万 ) 的 类 数 h 满 
是 pth， 则 方程 (22) 除开 D3 (mod8), p 二 1 (mod6) 
最 多 有 三 个 解 y 外， 其 他 情形 最 多 有 一 个 解 y 。 

1971 年 ， Liunggren! 引 进一步 研究 了 D = 二 7 (mod8) 的 
情形 ， 设 /是 二 次 域 Q(v 二 万 ) 的 类 数 ， 则 有 

定理 17 设 ? 是 奇 素数 ， 刀 =7(mod24) , 且 z=3(mod8) 
或 2=5 (mod8)， D-4=3’"*!D'., D0 (mod 3)， 则 
在 (nx, 有)=1 时 ， 方 程 (20) 最 多 仅 有 有 限 组 正 整数 yx，y 
和 奇 素数 1 的 解 。 
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定理 18 设 吕 =15(mod72)，(n,，h) = 1，7? 是 奇 素数 ， 
则 方程 〈20) 最 多 只 有 有 限 组 正 整数 x，?y 和 奇 素数 "的 解 。 

1972 年 ，Ljunggren09 又 在 刀 =3 (mod8) 时 证 明了 两 
个 新 定理 。 

定理 19 设 n 专 土 1 (mod 24) 是 奇 素数 ，(n，h) = 1， 
则 方程 (20〉 仅 有 有 限 组 正 整数 x，y 和 7 的 解 ， 

定理 20 设 n 志 一 1(mod24) 是 奇 素数 ,DD 二 51 (mod72)， 
则 方程 (20〉 仅 有 有 限 组 正 整 数 x，y 和 n 的 解 。 

定理 17~20 中 的 解 如 果 存 在 ， 都 可 以 有 效 地 定 出 (利用 
Cassels 定理 ， 见 第 五 章 87) 。 这 些 定理 的 证 明 用 到 了 代数 
数论 方法 和 递 推 序列 的 技巧。 例如 在 (k,n) =1 时 ， 设 


1 = -于 一， 二 -一 光一 卫 ，a>0， 则 方程 (20) 给 出 


5 9 
A"—Ar 
bt1。 

令 Am A”™ - 
人 三 A 9 9， 一 人 1 十 4 9 

由 2+4 知 
Tai- ATT, 1=b, 

2 2 


Ta Sai=b+ (A), 
2 2 


Tat. Sie=b- (A471) "7, 
Ts= (a?~ AA)T, ,aAAT,.;,, 
Sn=(a:~ AA)S, -aNA So 

于 是 利用 简单 同 余 法 可 得 出 一 系列 结论 。 

对 于 具体 的 例子 ， 例 如 方程 
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x2+11=47y”，% 为 奇 素数 ， 
在 ?志士 1 (mod24) 时 除 4&=5，y=3 是 仅 有 的 解 外 ， 无 其 
他 的 整数 解 。 证 明 时 还 需 用 到 其 他 一 些 技巧 ， 例 如 Skolem 
的 p-adic 方 法 2。 
最 后 ， 我 们 来 讨论 委 番 图 方程 
1+ 疡 x2 =y"，MH>3 是 素数 (23) 
的 解 。Nagell22 首 先 证 明了 
定理 21 设 口 >>2 无 平方 因子 ，?+h ， 这 里 /为 二 次 域 
Q (ww- DD) 的 类 数 ， 则 方程 (23) 的 解 满 足 2|y 。 
1985 年 ， 曹 珍 富 5 呈 证 明了 庆 =7 时 方程 (23) 无 解 。 随 
后 ， 又 叫 一 般 性 地 证 明了 :， 设 已 不 含 2mn+1 形 的 素 因 子 ， 
则 除 1+2.11: =35 外 ， 方 程 (23) 如 有 解 ， 必 有 2n|x ， 故 
结合 定理 21 可 得 人 9 
定理 22 设 吃 >2 不 含 2mn+1 形 素 因 子 ，1+h ， 这 里 是 
Q (vw - 吕 ) 的 类 数 ， 则 方程 (23) 仅 有 x =0 的 整数 解 。 
1987 年 ， 孙 璃 中 给 出 D =15 和 23 时 方程 (23) 仅 有 x=0 
的 整数 解 的 证 明 。 曹 珍 富 趾 给 出 了 在 2 二 DD 过 100 时 方程 (23》 
的 全 部 解 ， 证 明了 除 DD = 31 方程 (23) 仅 有 正 整 数 解 4 = 5， 
X=1，y》=2 外 ， 其 他 情形 均 无 整数 解 。 


§ 3 丢 番 图 方程 ax"—by"=ce 


丢 番 图 方程 
ax™”— by"=c, m>1, n>1, c*0 (1) 
(这 里 a,6,c 是 给 定 整数 ) 的 一 个 简单 情形 ,是 著名 的 Catalan 
方程 
xX"— "=1, m>1, n>1。 (2) 
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1842 祭 ，Catalan 曾 狂想， 方程 (2 ) 仅 有 正 整 数 解 m = 2， 
3，Y=3，y=2。 这 个 猜想 的 证 明 可 简化 为 证 明 

Xx "一 y=1，p，4 是 素数 ，p 二 4 (C3) 
仅 有 正 整 数 解 p =2,，9g =3，x =3，»》 =2。1850 年 ， Lebes- 
guc* 证 当 了 q=2 时 Catalan 猜想 是 对 的 〈 柯 召 多 给 出 了 另 
一 个 证 明 ， 见 第 二 章 8$4)。 对 于 癌 =2, 经 过 Narell，Oblith， 
也 yyr6，inkeri 和 和 柯 召 等 的 努力 〈 人 参阅 1L43]) ， 在 1932 年 由 
柯 召 后 最 后 解决 ， 他 证 明了 在 六 =2，q>3 时 (3) 无 解 (这 就 
是 著名 的 柯 召 定理 ) 。 后 来 ，Chein，RotkiewiczIo 和 草 
珍 府 ”分 别 给 出 了 柯 召 定理 的 一 个 简化 证 明 〈 见 第 二 章 85， 
86 和 88) 。 有 一 个 弱 型 的 Catalan 问题 是 ， 设 p，9，r 都 是 
素数 ， 则 方程 组 


r+1=y" 
三 


久 一 


(4) 
+1=2" 

有 > 二 0 的 解 吗 ? 这 个 问题 已 由 Cassels! 坊 和 柯 如 扑 分 别 独立 
地 解决 ， 他 们 证 明了 

定理 .1 如 果 方 程 (3) 有 和 解 ， 必 有 pbp|y，g|x。 

由 些 陈 即 推 出 方程 组 (4) 无 y0 的 解 。 

1975 年 ，Tijdeman!9 利 用 Baker 方 法 ( 见 第 三 章 84) 基 
本 上 解 灾 了 Catalan 猜想 ， 他 证 明了 对 方程 (2 ) 的 任 一 组 
解 均 有 x "<c， 这 里 c 是 一 个 绝对 常数 。 近 来 ，c 还 可 以 具体 
地 定 出 ， 例 如 c<<105 ”。 由 于 这 个 界 太 大 ， 因 此 彻底 解决 广 


程 (3〉， 尤 其 仅 用 初等 方法 解决 方程 (3〉 仍 将 是 有 意义 的 
工作 。 : 

在 方程 (1 ) 中 ， 许 多 人 讨论 了 mm = 的 和 情形。 例如 
Siegel5 证 明了 


330 


定理 2 设 a，5，c 是 正 整数 ，n 宇 3， 如 果 (ab) > “之 


[NN 


0” Cel p71)"， 则 不 罕 式 
lax”—by"|c, (x, »)=1 (5) 
最 多 只 有 一 组 正 整 数 解 x*，y 。 
显然 ， 如 果 7? 是 素数 ， 则 在 〈ab) 央 :188c 和 时 ， (5) 最 
多 有 一 组 正 整 数 解 。 
Domar' 1 利用 Siegel 关 于 定理 2 的 证 明 方 法 ， 证 明了 如 


下 的 两 个 定理 。 
定理 3 方程 
[cx 一 by =1, N35 
(这 里 a，b 是 正 整 数 ) 最 多 有 两 组 正 整 数 解 。 
定理 4 方程 


|x"~ Dy"|=1, n>5 
(这 里 D>0，D 志 2 且 当 n=5 或 6 时 二 2' 圭 1 ) 最 多 有 一 
组 正 整 数 解 x，y 。 
利用 定理 2 和 4 可 以 给 出 $1 中 定理 7 的 证 明 中 。1964 年 ， 
Hyyr6 四 还 证 明了 一 系列 结果 ， 这 些 结果 有 一 半 是 对 二 元 高 
次 丢 番 图 方程 的 ， 例 如 他 证 明了 
定理 5 设 d>2，?>5 是 给 定 整 数 ， 则 方程 
|x"—-d'y"|=1 
(这 里 x 宇 2，y 之 1，0 志 sn， 月 对 于 #=5,，6 时 x 宇 3) 最 
多 有 一 组 解 s，x，y 。 
Skolemt51 利 用 p-adic 方法 证 明了 
定理 6 丢 番 图 方程 x* + 2ys=1 仅 有 解 (x，y) = (1， 
0),，( 一 1，1); 而 丢 番 图 方程 x5+ Diys =1 (D=4,，8,16) 
仅 有 y=0 的 解 。 
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利用 定理 2 可 知 ， 当 万 >1250&/20 时 ， 方程 xs 十 刀 y5 
=1，》 寺 0 最 多 有 一 组 解 。 
Ljungsgrena505 证 明了 一 个 很 有 用 的 定理 (参阅 第 九 
章 ) : 
定理 7 设 a，6b6,，c 均 是 正 整数 ， 则 当 
n=2, c=1, 2, 4, 8 
或 
n=3, C=1, 2,3, 4, 6 
时 ， 方 程 
QX27 一 DYy22 =C 
最 多 有 一 组 正 整 数 解 。 
利用 定理 7， 我 们 中 可 以 证 明 指 数 丢 番 图 方程 
3*+29r=27 (C6) 
仅 有 正 整 数 解 (x，y，z) = (1，1，5)。 这 蚌 因 为 对 (6) 
到 一 些 正 整 数 模 知 x=1，y 三 】 (mod6)，2z 三 5(mod 6)。 令 
?=6yi+1，z2=6zi+5， 且 令 X=251， 了 =299， 则 (6) 
化 为 
32 一 29 了 = 3。 

由 定理 7 知 上 式 仅 有 正 整数 解 (三 ， 了) = (1，1)》 ， 故 给 出 
21=y1=0 ， 从 而 得 出 方程 (6) 仅 有 正 整数 解 (1，1，5) 。 
1964 年 ，Baker' 对 方程 〈1) 的 一 般 情形 证 明了 * 

定理 8 如 果 x，yEZ，x，3>1， 则 最 多 有 9 组 (my 
n) 满足 (1) ， 且 max (ax”", 606y")>>953c 。 

Siegel 有 一 个 著名 的 问题 设 已 C(x，y) = aox"+ 
QixX” y+…+gny "是 不 可 分 的 整 系数 二 元 多 项 式 ，1' 宇 3， 


* 草 珍 当 于 好 近 证 有 明了: 训 昌 x,y EZ，x，y 交 1， 晶 c 二 1,2, 则 最 多 有 一 
组 (m,n ) 满足 2# mn 和 和 (1) 式 。 
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则 方程 (x,，y)=h，(x，y)=1 的 解 的 个 数 的 上 界 是 否 仅 
取决 于 # 和 h， 而 与 无 关 ? 我 们 在 第 三 章 $4 中 给 出 的 上 界 都 
与 站 有关。1983 年 Evertsel" 给 出 了 Siegel 问题 的 一 个 肯定 


回答 ， 他 得 到 的 上 界 是 7154432+1) 0 6.72 (8) (+1) ， 这 
里 1 是 4 的 素 因子 个 数 。 最 近 ， Bombieri 和 Schmidt 改进 了 
这 个 上 界 到 cjn!*'， 这 里 c, 是 绝对 常数 。 如 果 ?>cz ， 我 们 - 
把 (x，y) 与 (-x， 一 y) 看 成 是 相同 的 ， 则 方程 | F(x， 
y)|=h, (x, y) =1 的 解 的 个 数 的 上 界 不 超过 215n1++。 应 
该 指出 ，Baker 曾 证 明 方程 F(x， 2) =A>0 的 解 适合 max 
(xj ?12j)<e 人 2 这 里 4 = (logh)?*+?， B= nH) (0005 日 
及 为 F(x，y) 的 高 。 
另 一 类 重要 的 丢 番 图 方程 是 


XxX"—1 并 
x-1 > ，1 之 3， m>1, ix|>1, (7 


1920 年 ，NagellI9 证 明了 

定理 9 如 果 4j" ， 则 方程 (7 ) 仅 有 整数 解 n=4 、 
X=7, m=2, 7y= 土 20。 

1943 年 ，Ljunggren[g 利用 代数 数论 方法 证 明了 

定理 10 如 果 m=2， 则 方程 (7) 仅 有 整数 解 n = 4 ，、 
X=7,， y= 十 20 和 n=5,，x=3,，y= 土 11。 

定理 11 如 果 3|x ， 则 方程 C7) 仅 有 解 m=n=3， 
%=18 或 -19，y =7。 

定理 12 ”如 果 m = 3， # 寺 一 1 《mod 6)， 则 方程 (1) 仅 - 
有 解 %=3，x =18 或 -19，y =7。 

由 于 在 m=2 时 ， 利用 Catalan 方 程 x? -1= ys* (n>1) 
的 结果 知 ， C7》 给 出 2+1nx， 于 是 (7) 式 化 为 
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XX 1)2- (xDy2=1。 
故 利用 Pell 方程 :一 x(x- DY = 1 的 全 部 解 可 以 给 出 定 
理 10 的 一 个 简短 的 初等 证 明 。 柯 召 " 曾 用 不 等 式 法 证 良 了 ; 
在 m =2，2+2，|x| >2 时 ,方程 (7〉 无 整数 解 。 
由 于 对 有 有限 群 研究 的 需要 ， 上 dgar""! 提 出 了 如 下 间 题 : 


35— 
3 =112 外 ， 方 程 


除开 


一 1 了 ~ 一 之 习 人 
全 = XxX 之 5，、y 守 2，p，9 是 崇 数 C5) 


是 否 存在 另外 的 解 ? 

曹 珍 窜 9 给 出 了 (8) 有 解 的 充 要 条 件 ， 证 明了 

定理 13 设 D=p(lg-1)， 则 方程 (8 ) 有 2+y 的 解 的 
充 要 条 件 是 方程 x**+ Dy?=g* 有 解 x>0，y>0，z>>0 且 
X1=1， yi=p 7, Zi1 = 二 XxX。 这 里 x1，y1，21 为 满足 xi + 
Dy1=9*! 的 x!1>>0， y1>0 使 z :为 最 小 的 正 整数 。 

由 此 可 推出 ， 对 给 定 的 p，g ， 方 程 (8) 最 多 有 一 组 解 
xX，》。 这 个 定理 的 证 明 ， 用 到 了 第 三 章 81 的 例 5 。 昔 珍 富 
还 定 出 了 8 ) 的 解 x，y 的 上 界 ， 例 如 x<<v pq(q-1)。 


log (pa(g ~—1)) 
logg 


1972 年 ，Inkerim" 考 虑 了 更 一 般 的 方程 


o 


区 
a ly", 1 之 3，f 盖 1 (8) 


的 解 ， 在 1<a<x<10 时 ， 他 给 出 了 方程 (8 ) 的 全 部 解 是 
N=a4=4, X=7, m=2, y=40。 
1986 年 ，Shorey9 的 证 明了 ， 如 果 w(n) >>1m 一 2，w(n) 
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均 ? 的 不 同 素 因子 的 个 数 ， 则 方程 〈7 ) 仅 有 有 限 组 解 。 如 
果 x 是 一 个 m 次 宪 ， 则 x，»，m，? 是 可 以 有 效 计 算 的 。 

Shoreyt" 还 考虑 把 Baker 关 于 方程 (1 ) 的 结果 (定理 
8) 应 用 于 委 番 图 方程 


2 一 “一 于 
oT 一 bi ，X>1,3>1, m>1, ">1 (9) 


上 。 令 A4=a(y-1), B=0b0(x-1),c=a(y—1)-6b(x-1)y» 
则 《9》 化 为 
Ax”"-By"=c, 

由 定理 8 知 ， 对 给 定 的 a，6，%，y， 方程 (9) 最 多 只 有 9 组 
解 (nx,， 1) ， 且 max (Ax"，B»*)>>953cs， 故 得 

定理 14 设 a,b6，x，yE2Z，x" 夺 y"， 则 最 多 有 9 组 
(m,n) 满足 方程 (9)， 自 max(a(y-1)x”, 6(x-1)y")> 
953 (a(y~—1)-b(x—1))°, 

最 后 ，Shorey"W 研究 了 丢 番 图 方程 

ax"+by" =ax"+by’ (10) 

的 解 ， 证 明了 

定理 15 设 a,，b6，x，» 均 是 非 零 整数 ，|x| 关 |y| ， 
(co，2y) =1，(0，xX) =1， 上 且 m，7? 是 不 同 的 非 负 整数 ， 则 存 
在 一 个 仅 与 c，8 有 关 的 有 效 常数 c>0 ， 使 得 方程 《10) 推 出 
max (mm, 0)<co 

不 妨 设 (a,6)=1,m>>? 上 且 |x|>1y|>0,，ax"+by" 寺 0。 
令 全 = max(|a|，|6|，2)，ci1，cs，… 表 仅 与 ,5 有 关 的 
可 计算 正常 数 ， 则 Shorey 证 明了 由 (10) 推出， 

1) log RAEc, (loz|x| +iog(m—n))s 


2) m—n<c,logm s 


3) 如 果 19|<31x|, 则 m 志 cslog |x| 
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4) 邻 g=(|x|,，|y|)，09= (logm) 一 ， 则 
9g 委 1xX|1。 


要 2) 和 4) 可 以 证 明定 理 15。 改 写 方程 (10) 为 
XN /YIN 
a(S) (x"- "1)=6 3) (1 — y" *), 


由 4) 及 (5，x)=1 知 


n 
1xl"'"< (¥ ) ll1-y" "|<2|xj" ', 


故 由 2) 及 上 式 (注意 9 = (logm)"*) 可 得 
nc(logm)?o 
由 2) 知 ， 上 式 给 出 m 志 cs (logm)*， 由 此 知 m < 之 ce。 
Shorey5 还 研究 了 递 推 序列 
Un 二 六 Uni 十 Si 2 1 二 2，3，… 
的 解 4 =aa"+6bB”(m =0，1，2，…) 所 满足 的 方程 。 这 
里 ko，23 给 定 ，r2 +4s 拓 0，aw， 有 是 x2 -rrx-S=0 的 两 个 
根 ， 且 ac，2 分 别 为 
uob— di 
令 
Xn=ai0a" tap", yn=asa"+a,.p", 
则 对 方程 x。= y" 也 有 与 定理 15 类 似 的 结果 。 特 别 是 对 于 用 
一 般 的 代数 数 4，4 去 换 x。，y。 中 的 a,B, 也 有 类 似 的 结论 。 


$4 几 个 连续 数 问题 


现在 我 们 介绍 几 个 与 连续 数 有 关 的 问题 和 结果 。 


I 。 委 釉 图 方程 辣 (xz 及 "= (x+j)" 


六 1 
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Collignonl2 曾经 讨论 了 于 番 图 方程 
3 = et) C1) 
的 解 ， 在 n= 3 或 4 时 ， 他 证 明了 (1) 无 正 整数 解 。 
1963 年 ， 柯 召 54 给 出 了 方程 (1 〉 的 完满 解答 。 当 n= 14 
时 ,显然 (1) 给 出 正 整数 解 
X= 2 2)j=h(h+1); 
当 4= 2 时 ， 易 知 (1) 也 仅 有 正 整数 解 
= 43j=2h(h+1), 


现 设 n 二 3， 由 (1) 得 出 
xX” = rt)’ -x-))") 
= 污浊 1 )Bi rn 
即 有 0 \27 + 1/ 站 > 


#2 (0) 
于 是 可 以 证 明 ， 
1) 3 和 过 ?<26 时 方程 (1) 无 正 整数 解 。 
2) 如果 (1) 有 解 ， 必 有 三 0 或 -1 (mod8) 。 
3) 设 ?=1 (mod 2), 7? 宇 3,，h=2311-1 或 23;+:1， 
s>0， 2+1 ， 则 2j"=22 7 (mod2?:+5), 


这 里 3) 的 证 明 用 到 如 下 的 结果 : 


“hh? 2 
| Cal) - f1.(h)， 当 nn 圭 1 (mod2)，7 之 1 时 ， 
Ai 
之 一 
”7 :hh+1)(2h+1 
nt ?ph), 当 n=0(mod2), n>0 时 。 
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这 里 请 (4) 和 w (4) 都 是 的 整 系数 多 项 式 。 
利用 1) 一 3 可 得 与 
1 方程 〈(1) 在 ? 兰 3 时 无 正 整数 解 。 
。 和 法 番 图 方程 y” = x 《x+1)…(x+#-1) 
对 于 于 乔 图 方程 
y=x(xt1) (COX+8-1)，Y>>1，0>1，， (2) 
从 1933 年 开始 ，Qb5bl&th，Erdi5s，Rigge 和 Johnson 等 先后 
对 许多 特殊 情形 作 了 研究 下 。1938 和 1939 年 ，Rigge5 和 
Erdasf 各 自 独立 地 证 明了 
定理 2 方程 
Vi=x(xt+1) (x+n 1), n>1 (3) 
仅 有 整数 解 y=0 。 
这 个 定理 的 证 明 采 用 很 特殊 的 方法 。 设 y 失 0，x+r= 
xX? 《r=0，1，…，7 一 1) ， 这 里 a, 均 是 无 平方 因子 的 整 
数 ， 且 仅 有 小 于 + 的 素 因 子 。 
首先 证 明 a,(r =0，1，…，2-1) 两 两 不 同 ， 为 此 先 证 
x 三 f 时 (3 ) 无 解 。 这 是 因为 在 x 三 ?时 ， 必 有 一 个 素数 bp 满足 


XX 十 抽 
人 +h> p> 一 3 


宇 x ， 


邦 plxCx+1) …(xt+n-1),， 但 p?t+x(x+1)"… (xX+n~1), 
这 是 不 可 能 的 。 

于 是 Xx> 之 4， 由 Sylvester 和 9Schur 的 一 个 定理 知 ，X(X 十 
1) …(x+a-1) 必 有 一 个 素 因子 g>m。 于 是 ， 对 某 r<n-1 
有 qa”|x+r， 获 

X+r 宕 (n+1)’—>x>n。 

由 此 可 证 a, (r=0，1，…，7 一 1)》 两 两 不 同 ， 因 为 不 然 设 
0;,= 二 4;， 则 
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Na,xi—axil=a,(xi~ x%1)>2a,x, 
I =2wv (K+r) > Xx, 
这 与 x 之 1 矛盾 。 于 是 a，(r =0，1，…，# 一 1) 两 两 不 同 ， 
然后 可 证 ?>>100 时 ， (3 ) 无 y 闪 0 的 解 。 对 5 委 100 再 单独 
处 理 一 下 。 
利用 柯 召 关于 方程 x? -1=2》” (>1) 的 结论 ， 可 以 证 
明 当 n= 3 和 4 时 (2) 仅 有 y=0 的 解 。 这 是 因为 n= 3 时 (2) 
化 为 
XftxX+1)(CxX+2)=y ,mm>1y 
而 (x+1l，xXx(x+2))=1， 故 上 式 给 出 
X(X+2)=y', 
由 此 整理 得 
(XxX+1):—-1=»7, m>1。 
在 n= 4 时 ， (2) 化 为 
(XxX?+3xX+1)*—-1=y", m>1。 
一 般 的 情形 ， 在 1975 年 由 Erd6s 和 Selfridge!"l 得 到 了 最 后 
的 解决 ， 他 们 证 明了 
定理 3 方程 (2) 仅 有 y=0 的 整数 解 。 
焉 。 委 番 图 方程 辣 (x+ 及 "= (x+h+1) 
1900 年 ，Escotti 引 提出 了 解 丢 番 图 方程 
忆 (x+P = (rtht1)", n>1 (4) 


的 问题 ， 他 证 明 在 2 过? 和 5 时 ， 方 程 (4) 除开 32+ 42 =52 和 和 
3 +42+5?=63 外 ， 无 其 他 正 整数 解 x，h 。 

1962 年 ， 柯 召 和 和 孙 菏 亚 证 明了 在 6 过 ?<33 时 ， 方 程 (4) 
无 解 ， 以 及 其 他 一 些 结果 ， 切 


1) 方程 (4) 的 正 整数 解 满足 
1.14472+0.6866<x+A<1.8812+0.468。 

2) 在 h 三 0 (mod4) 时 ， 方 程 (1) 无 正 整数 解 。 

3) 在 *=1 (mod2) 时 ， 方 程 (1 ) 当 p=1 (mod 4) 
和 于， 或 hk 三 2 (mod 4)，x 三 0 (mod 2) 时 ， 均 无 正 整数 解 。 

1978 年 ， 柯 召 等 中 完全 解决 了 1 为 奇数 时 ， 方 程 (4) 
的 求解 问题 ， 得 到 了 

定理 4 设 4>3，n=1 ( mod 2)， 则 方程 (4) 无 正 整 
数 解 。 

对 212 的 情形 还 有 

定理 5 设 2f1n， 6>>0，h 寺 1，2 (mod2233) ， 则 方 
程 (4) 无 正 整数 解 。 

对 于 1) 中 的 不 等 式 ， 柯 召 和 孙 琦 双 还 有 一 个 详细 的 证 明 
和 更 为 精细 的 结果 。 

对 于 更 为 一 般 的 方程 


nl 
2 (YXt+tj1r) = (Xt+hr)', 1t>2, n>1, (5) 
1=0 


Lebesgue" 曾 证 明了 在 1= 3 时 仅 有 正 整数 解 ?= 3，x = 3r。 
柯 召 和 和 孙 琦 "在 给 出 一 系列 引 理 的 基础 上 ， 证 明了 在 4< 1< 
10 时 ， 方 程 (5) 无 正 整数 解 。 

一 个 殊 特 的 例子 是 方程 


nl 
i"=m’", (6) 


Bowen 猜 想 ， 方程 (6) 仅 有 正 整 数 解 %=1，m = 3。1953 年 ， 


MoserIa 证 明了 m 过 101°" 时 Bowen 猜想 成 立 。1980 年 ， 交 
发 酒吧 证 明了 
定理 6 ”如果 方程 (6) 有 正 整 数 解 ， 则 必 有 
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1 一 
m = 上 ie]+s o 

这 些 结 果 均 是 利用 简单 同 余 法 ， 比 较 素 数 寡 法 和 不 等 式 
法 等 初等 方法 证 得 的 。 例 如 定理 4 的 证 明 如 下 ， 

可 设 ?>33。 由 2) 、3) 知 ， 只 需 考虑 p=2 (mod 4)， 
xX 三 1 (mod2) 和 A=3 (mod4) 两 种 情形 。 

a) hh 二 2 (mod4) 时 ， 令 x+ 娓 = =2 妃 ， 则 方程 
《4) 化 为 


ra ras) (D7 t(D) 
+2(1)( 7) y= (y+H+1)", (7) 


出 于 x 三 1(mo142), 得 出 y 二 0(mo12) 和 y+ 日 +1 三 0(mod2)。 
设 2']|y， S 之 1， 对 任意 给 定 的 奇数 7， 总 存在 a 使 得 


2 N21 ， C8) 
logn ,logy logn 
故 a= log2 ;由 1) 知 yy 二 2n, 即 知 2 反 iog2 <<1 十 log2 9 


故 得 


loan 
loz2 < 


s+a+1l<2+2- 
现在 〈7) 两 端 取 模 2''’ 得 
j=0 (mod4)。 
设立 产 -:=0 (mod2"), 对 2<r<a-1 中 某 一 个 成 立 ， 骨 
-我 们 有 5 
i=0 (mod2'), r<u<n— 3, 2|4u, (9) 


ris+1il 


1 
| 3 17， 0< xu<r，214。 (10) 
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于 是 设立 产 -5=0 (mod2')， 对 2<r 和 ac 一 1 中 基 r 成 立 ， 
;一 上 
对 (7) 取 模 2:* "得 法 j" 二 0 (mod2'+0)。 故 对 (7) 
i=1 
继续 取 模 2' *，r =2，…，a 一 1 得 出 


1 
S31j* =0 (mod2"), 


由 此 挫 出 太 

h==-2 (nio42 9 
注意 到 1) 可 知 ， 上 式 给 出 

2 去 六 十 2 二 25， 
这 与 〈8) 式 矛 盾 。 
列 出 了 。 


$5 Fernmat 大 定理 


大 约 在 1637 年 ，Fermat 声称 他 证 明了 如 下 的 定理 : 
“ 丢 着 图 方程 
X"+y" =z ,n>2 C1) 

没有 正 整 数 解 ”。 
这 就 是 车 名 的 Fermat 大 定理 ， 但 是 直到 今天 人 类 也 未 能 彻 
底 证 明 这 个 定理 。 我 们 在 第 六 章 当 和 第 二 童 的 33 中 分 别 给 出 
了 f=3,4 的 证 明 ( 分 别 由 Euler 和 Fermat 证 月 )。Kummer 为 
了 证 明 这 个 定理 ， 创 立 了 一 门 新 的 数论 分 支 一 -- 理 想 数 论 。 

由 于 ?>2， 故 必 有 41? 或 pin，p 为 奇 素 数 。 于 是 证 明 
Fermat 大 定理 只 取 对 2 = 4 或 4= pp 米 证 明 就 足够 了 。 前 者 已 
经 证 明 是 对 的 ， 对 后 者 方程 (1》 化 为 


oe 一 时 .小 党 六 
xs=2 >3 是 素数 。 (2 ) 


设 0=e25 0 ，i = -1， 是 一 个 户 次 单位 根 ， 则 (2 ) 
式 可 分 解 为 
(x+2JCOXTOYy) … (x+0 Ty)=2’o 
现在 我 们 来 介绍 Kummar 在 域 Q(0) 中 的 工作 下。 
]。 因 为 6 游 足 不 可 化 方程 
xX? + 二 xX 二 1=0,，x EQ， 
故 Q(0) 是 bp 一 1 次 域 ， 称 为 p 一 1 次 分 圆 域 。 
I 。Q(0) 中 的 整数 为 
<S=ao+aigt…+a 0” 2 oCEZ, 
显然 6* 三 a (mo1 bp)。 
亚 。r=1-0 为 QC0) 中 的 素数 ， 且 b =e4*-!，e 为 Q(0) 
的 一 个 单位 数 ， 
可。Q(0) 中 的 仅 有 的 单位 根 是 十 9， =0，1，… 
b-1。 e = 9 7 是 一 个 单位 数目 。, 是 整数 ，N(e ) = 1。 
Y。Q(0) 中 的 任 一 个 单位 e 均 可 表 为 e=056 ， 这 里 0 去 
S<b ，0 是 实 单位 数 。 
页。 设 Q00) 的 类 数 为 £， 则 在 p+h 时 ,pp 称 为 正规 素数 ， 
而 在 p18 时 ，p 称 为 非 正规 素数 。 
当 p 是 正规 素数 和 是 Q00) 中 的 一 个 单位 数 满足 ce 三 a 
《mod rr) ，aEZ 时 ， 必 有 ， 
ce=ef , 
这 里 eo 是 Q(9) 中 的 一 个 单位 数 。 
利用 这 些 工作 ， 可 以 证 明 
定理 1 设 p 是 正规 索 数 ， 则 方程 (2) 无 xyz 二 0 的 整 
数 解 。 
Kummer 还 给 出 判断 p 是 否 是 正规 素数 的 方法 。 


定理 2 ” 设 5>3 是 素数 ， 如 果 p 不 整除 前 个 


Bernoulli 数 的 分 子 ， 则 p 是 正规 素数 。 
有 关 Bernoulli 数 的 定义 及 求法 见 第 二 章 87。 
定理 353 设 pt+xyz，t 表 示 xXx，y, 2z 中 任意 两 个 的 比 ， 
PD,(t) =t—2" 1 +3 tt (1) p11)" tt?-!, 
则 方程 〈2》 有 解 时 可 推出 
D, (1) Brss=0 (modp),n=3,5,.,p— 2。 (3) 
由 (3) 式 可 推出 
2’"! 三 1 (modpb2) ， (4) 
3?-7! 三 1 (modp’) 。 (5) 
四 十 年 代 ，Furtwingler 用 简单 同 余 法 重新 证 明了 (4 ) 和 
(5) ( 男 一 个 结果 见 第 三 章 $2)。 人 们 已 知 ， 如 果 Fer mat 大 
定理 第 一 情形 成 立 ， 则 对 所 有 素数 g 志 43 均 成 立 
ds (mol p’)。 
Leh mer 利 用 这 个 结果 证 明了 p 志 25374887 时 Fermat 大 定理 
第 一 情形 成 立 。 通 过 计算 表明 四， 当 p< 过 31059000 时 ， 仅 有 
也 =1093，p=3571 满足 (4) ， 而 当 p< 之 10752000 时 仅 有 
p=11 ，p=1006003 满足 (5)。 
最 近 ，Granvilleg 利用 一 个 宕 数 〈 定 义 兄 第 五 章 84) 
的 猜想 研究 了 同 余 式 (4)。 这 个 关于 智 数 的 猜想 是 由 Mollin 
和 和 Walsh!" 提 出 来 的 ， 他 们 认为 不 存在 三 个 连续 震 数 。 如 果 
这 个 猜想 成 立 ， 则 可 以 推 册 有 无 穷 多 个 素数 p 满足 (4 ) 。 
1985 年 ，Adleman 和 Heath 一 Browng 证 明了 有 无 穷 
多 个 素数 p 使 Fermat 大 定理 第 一 情形 成 立 。 即 有 
定理 4 设 s ={p:p 使 Fermat 大 定理 第 一 情形 成 立 }， 
则 # fpEs:pax}>>x"", 
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与 Fer mat 大 定理 第 一 情形 紧 窗 相连 的 Kummer 一 Miri- 
manoff 同 剑 式 和 Eisenstein 同 余 式 也 一 直 吸 引 着 人 们 的 兴 
趣 ， 有 许多 关于 Fermat 大 知 : 理 的 工作 都 是 基于 这 两 个 同 余 


式 的 。 
所 谓 Kummer 一 Mirimanoff 同 余 式 是 指 : 设 p 是 奇 素 


数 ， 存在 互 素 的 整数 a， b,c 满足 a* +b? Cc? =0 且 p+abc， 则 
有 同 余 式 


p-1l gn 
bs 之 本 (modp) (=0，1，…， 由 -2) (6) 


成 立 ， 这 里 0， 由 元- 一 “一 = Do, 二 一 人 定义， 且 4 = 了 注意 ， 


bn 与 Bernoulli 玉生 有 如 的 有 〈 见 第 五 章 87; 有 时 D。 
也 称 为 Bernoulli 数 ) ， 

对 所 有 # 宇 1，62,.1 =0 和 583: = (一 1)"*1B,。 
于 是 (6) 式 可 化 为 

B, 台 0 (modp) (n=0, 1, 多 了 2) 

1985 年 ，Thainem 重 新 给 出 了 Kummer 一 Mirimanoff 同 余 
式 的 证 明 ， 同 时 还 证 明了 

定理 5 对 所 有 pz，1 近 ?去 - 一, 如 果 B， =0(mod p), 
则 有 

0 (modp)。 
Jothilingan 吧 给 出 了 Eisenstein 同 祭 式 
1 


-1 1 1 
28 -1 三 1 十 尹 (1 二 可 十 于 十 生计 p23 ) mod 力 2 ) 
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的 一 个 推广 。 

利用 人 们 对 Fermat 大 定理 的 一 些 工 作 ，Wagstaff 于 
1978 年 在 大 型 计算 机 的 帮助 下 证 明了 p 二 125000 时 Fermat 
大 定理 成 立 。 而 Heath 一 Brown1 证 明了 对 “几乎 所 有 ”的 
n， 方 程 (1) 无 正 整数 解 。 即 有 

定理 6 设 肛 (NN) 灾 ?<N 上 且 使 (1) 有 解 的 2 的 个 数 ， 则 
有 lim AN- 0。 

这 一 定理 的 证 明 主 要 是 茶 于 Faltin:s'0li383 年 的 一 个 著 
名 结果 ， 即 (参阅 第 三 章 :5) 

定理 了 设 ”>4， 则 方程 (1 ) 最 多 只 有 有 限 组 满足 
( Xx， ) =1 的 解 。 

推论 1 设 ?=p'，p 为 奇 素数 ，? 为 充分 大 的 正 整 数 ， 
则 方程 〈1) 无 解 。 

这 一 段 时 间 ， 似 乎 是 解 央 Fermat 大 定理 的 时 期 ， 一 个 
又 一 个 的 重要 突破 接 中 而 来 。 最 近 ， 人 们 把 Ferm:t 方程 与 
椭圆 曲线 方程 y* = x*+ax?*+bx+c (a，6，c 是 常数 ) 联 
系 起 来 ， 得 到 了 Fer mat 大 定理 不 成 立 的 一 些 构 圆 油 线 。 由 
人 们 对 草 贺 曲线 的 认识 使 我 们 看 到 了 证 明 Fermst 大 定理 的 
希望 。 

另 一 方面 ， 利 用 简单 同 余 法 和 其 他 一 些 初等 方法 的 技 
巧 ， 对 Fsrmat 大 定理 的 第 一 情形 以 及 Fermat 大 定理 的 相关 
方程 也 有 过 一 些 重要 工作 ， 这 方面 的 文献 多 得 无 法 计数 。 我 
们 这 里 只 能 举 一 些 例子 。 

定理 8 设 g =28b+1 是 素数 ， 如 果 g+1D,, 旦 p’: 硅 1 
《modg)， 则 方程 (2) 无 p+xyz 的 整数 解 。 
这 里 
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多 的) 1 的 。 


! 
| (的 (2 of 
1 GD) (2 ,) (9 1) 
推论 2 ” 设 0 是 一 个 奇 索 数 ， 则 当 2 + 1 或 4p + 1 也 是 索 
数 时 ， 方 程 (2) 无 p+xyz 的 整数 解 。 
1974 年 ，Perisastrir2 曾 用 一 个 十 分 简单 的 方法 给 出 了 
推论 2 的 一 个 证 明 。 同 时 利用 〈4) 式 他 还 证 明了 
定理 9 设 b=2" -1 是 Mersenne 素数 ， 则 方程 (2) 没 


有 pt+xyz 的 解 。 
定理 10 设 p=22"+1 是 Fermat 素数 ， 则 方程 〈2) 没 
有 Drxyz 的 解 。 


这 两 个 定理 的 证 明 ， 和 需要 用 到 x' (1>1) 可 表 为 
xX'=(x-a)’g(x)+ita: 'x+a'(1-1t) (7) 
的 结论 ， 这 里 g(x) 是 整 系数 多 项 式 ，a 是 任意 整数 。 因 为 
x'=(x~-a)’g(x)+tax+6 (8) 
是 众所周知 的 ， 这 里 as，65 是 待定 整数 。 故 对 (8〉 两 端 求 导 
得 出 
ix’: '=(x—-a)[(x-a)g’(x)+2g(x)]+ta,。 (9) 
令 xX=a， 则 由 (9) 得 出 a=ta: ',， 再 由 (8) 得 出 6= 
ca (1 一 站 于 是 (7) 成 立 。 
利用 〈7) 式 极 易 证 明定 理 9 和 定理 10。 例 如 在 p=2" 一 1 
时， 由 Mersenne 素 数 的 性 质 知 %|p 一 1， 令 p-1=fii, t1> 
1。 于 是 在 (7) 中 取 1=1，a =1，x=2" 得 
2? =p’g(2°)+tip+1, 


由 此 推出 21-! 志 1(modp?)。 而 在 p=2"+1 时 , 令 1= 3， 
ca=-1l x=22 代入 (7) 得 (注意 211) 
2° pig(2") -Pos pt1, 
这 仍 给 出 2* : 志 1 (mo1p*)。 这 战 证 明了 定理 9 和 10。 
对 于 与 Fermat 方程 相关 的 方程 
XxX? 一 y= 号 z?，D'>0，p 之 2 是 素数 ，(x,») =1，(10) 
当 妃 是 一 个 平方 数 ( 或 等 价 地 设 D =1) 时 , 孙 琦 和 萤 珍 窜 叫 汪 
明了 
在 y 三 2 (mod 4) 或 y 三 4 (mod 8) 时 ， (10) 均 无 整 
数 解 。 同 时 还 证 明了 偶 指 数 的 Fermat 方程 
X22?+y2?=22?， (Xx，») =1，Zp>3 是 素数 
有 人 解 时 , 可 推出 8p|x 或 8p|y。 这 是 对 Terjanian'* 在 1977 年 
证 明 的 2p|x 或 2p1y 的 一 个 改进 。 曹 珍 富 中 对 吕 不 是 平方 数 
时 ， 证 明了 如 下 的 
定理 11 设 DD 无 平方 因子 ， 且 不 被 2mp+1 形 的 素数 整 
除 ， 则 在 212，p+z 时 ， 或 2+2，p|z 时 , 方程 (10) 无 整数 解 。 
由 此 可 推出 中, 设 咯 的 条 件 同 定 理 11, 则 在 y 三 2(mod4) 
或 y 三 4 (mo418) 时 ， 方 程 (10) 无 整数 解 。 
对 于 比 个 指数 的 Fermat 方程 更 为 一 般 的 方程 
x+y2t=22 (xy)=TI， hb>3 是 素数 ， (11) 
X27 yr (x，y) =1，D 力 >3 是 素数 ， (12) 
xX??+y ?=2t，《X，y) =1，p 之 3 是 素数 ， (13) 
X29 一 y2?=z?， 《x，y)=1，p>>3 是 素数 ， (14) 
曹 珍 宣 〈 部 分 结果 见 [96]) 证 明了 (11) 和 (13) 有 和 解 时 可 
推出 4bp1x 或 4b12 (12) 有 和 解 时 可 推出 8ply 或 4p1z; 而 
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《14) 有 和 解 时 可 推出 4p|x 或 4p|y 或 8p1z。 以 上 结果 的 证 明 
都 可 使 用 二 次 剩余 法 得 到 〈 兄 第 二 章 85) 。 
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第 九 章 ”指数 丢 荔 图 方程 


近年 来 ， 一 方面 指数 丢 番 图 方程 本 身 有 许多 新 的 进展 ; 
另 一 方面 ， 在 群 论 ， 组 合 论 和 编码 理论 中 又 提出 了 若干 指数 : 
丢 番 图 方程 来 ， 这 方面 有 许多 重要 工作 。 本 章 我 们 将 较 详细 
地 介绍 有 关 指数 丢 番 图 方程 研究 的 成 果 和 方法 。 


$1 两 个 乘 左 之 差 


把 一 个 数 表 为 两 个 乘 突 之 差 的 问题 引 人 注 目 。 特 别 是 把 
2 表 为 两 个 素数 乘 寡 之 差 ， 在 组 合 论 的 差 集中 有 重要 应 用 。 
1958 年 ，Stanton 和 Sprott!'!] 建 立 了 参数 为 v= p"g"，h= 


9， 4 = 的 阿 贝尔 群 差 集 ， 其 中 p，g，m,7 满 足 如 下 


关系 

六 一 gg =2， 罗 9 是 素数 ，m >1，7>1。 (1) 

1967 年 ，Hall?1 间 ， 除 开 p = 3，m = 3,9=5, n=2 外 ， 
方程 (1) 是 否 存 在 另外 的 解 ? 1984 年 , 孙 琦 和 周 小 明 3 证 明了 

定理 1 设 p=gq+2，-2 模 p 的 次 数 /满足 3 |[， 且 f = 
和 +g+1 是 一 个 素数 ， 满 足 p'+! 守 1(mod 了 )， 则 方程 (1) 无 
解 。 

1985 年 ， 利 用 Pel! 方 程 的 解法 (参阅 第 二 章 86) ， 章 珍 
富 二 15 彻底 解决 了 方程 (1) 当 = q+ 2 的 情形 ， 即 有 

定理 2 设 p=g+2 则 方程 (1) 无 解 。 
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在 max(p， q) 过 100 时 ， 曹 珍 富 “*! 还 给 出 了 方程 (1D) 的 全 
部 解 ， 这 个 工作 支持 我 们 猜想 ,除开 p=3， m= 3，4g= 5， 
n= 2 外 ， 方 程 (1) 不 存在 别 的 解 。 

由 于 方程 x+2=y" (>1) 仅 有 正 整数 解 x= 5，y = 
n= 3 ( 见 第 八 章 $2)， 故 方程 (1) 在 2 on 
下 设 2+7。 

定理 3 方程 (1) 有 2+7 的 解 的 充 要 条 件 是 方程 

xX?*+2g9y*=p’, (x,y)=1, 2>0 (2) 
有 人 解 ， 而 且 如 果 x,，y1,，z | 为 其 最 小 解 〈( 即 方程 (2) 的 所 有 
解 中 满足 >0，y>0 使 2 为 最 小 的 那 组 解 ) ， 则 有 

= 和 7 一 1 yy = 2g5 21= 2mo 

由 于 方程 (2〉 的 最 小 解 的 瞧 一 和 性， 可知 有 如 下 的 

推论 1 对 给 定 的 bp，9%， 方 程 (1 最 多 有 一 组 解 。 

推论 2 设 p=ga?+26:，a,bEZ， 则 方程 (1) 无 解 。 

证 由 于 

(qa’ — 2b°)?+ 2g(2ab)’= (ga? +202)2， 

故 知 z| 志 2。 由 定理 3 知 2m = z， 近 2， 即 m 委 1 与 方程 (1) 中 
m 之 1 让 盾 。 证 毕 。 

对 于 更 为 一 般 的 方程 ，Hugh Edgari1 提 出 了 如 下 间 
题 ， 方 程 

bp" -4q"=2* 《对 给 定 的 素数 p,q 和 整数 h) 的 解 (m，27 
(3) 有 多 少 ? 是 否 最 多 只 有 一 个 ? 仅 有 有 限 个 吗 ? 曹 珍 富 和 
王 等 正 “) 解 决 了 这 个 问题 ， 证 明了 

定理 4 方程 (3) 满 足 m>1，#*>0 的 解 (m,2) 最 多 只 有 
一 个 。 

我 们 是 通过 对 三 个 变 元 的 指数 入 番 图 方程 

六 -945=27，b， 9 是 奇 素数 (4》 


的 研究 来 实现 的 。 由 于 2 |y 时 方程 (4) 化 为 
(g7) ?+2 = 
的 形状 ， 故 由 第 八 章 52 关 于 方程 x?* +2”=y "(n>>1) 的 结果 
知 ， 在 x>1，2| y 时 方程 (4) 仅 有 人 解 
33—52=2, 34—72=25, 52—32=24, 53~11?=2?。 
以 下 设 2+y。 
定理 5 ”如果 方程 (4) 存 在 2+y，?| z 的 解 ， 则 方程 
?+a7 了 ?= p“ 必 有 整数 解 ， 且 设 2Z ,是 任 给 正 整数 全 ,，, 了， 
使 得 站 1+q 了 := p*! 的 最 小 者 ， 则 必 有 
,= 2 7 ,=o 7, ZI= Xo 
定理 6 如 果 方程 (4) 存在 21:y，2+z 的 解 ， 则 方程 
?+2qg 了 ?=p 必 有 正 整数 解 ， 且 设 Z ,是 对 于 任 给 正 整 数 
天 0， 了 了。 使 得 Xi+297i= p70o 的 最 小 者， 则 必 有 
X=)a’ -2’ j 了 ， =2 20 人 Zo=2x0 
定理 5，6 的 证 明 ， 都 要 用 到 第 三 章 81 的 例 5。 如 果 方 程 
(4) 有 2+y， 2 |z 的 解 ， 则 (C4) 可 整理 成 
(23) +a qa) = 
故 得 
gg = 土 (了 +Y VI)' 或 t+ (XY,- 
YvV-a)’, x =1Zi。 (5) 
如 果 方 程 (4) 有 2+y，2+z 的 解 ， 则 由 (C4) 整理 得 


z+1 yg-1V2 
(a -27) +2a(2 2 0 ) = 力 
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由 此 得 出 
| gg 一 2 了 二 2 和 /a=+(X t+Y, 2g): 


或 (Xo-YovV-2g)', 2x=tz0o (6) 
然后 证 明 (5) ,5) 中 的 1=1 嗓 得 定理 5、6。 而 由 定理 5、6 及 方 
程 *?+2"= 》 的 结果 容易 推出 定理 4。 由 定理 5、6 还 可 以 证 
明 呈 

定理 7 方程 (4) 在 2+y 时 最 多 只 有 一 组 正 整数 解 。 
故 由 方程 x+2"=y"(>I) 的 结果 可 推出 比 Hugh Edgar 问 
题 要 求 的 结论 更 强 的 

推论 设 max(p,9q)>7， 则 方程 (4) 适 合 x>1 的 正 整 数 
解 至 多 只 有 一 个 。 

在 解决 Hugh Edgar 问题 之 前 ， 曹 珍 富 咏 对 方程 (4) 还 
证 明了 

I。 设 p=gt?+4，9 记 1(mod8)， 则 方程 (4) 除 开 i =g* 
Ck 之 0) 时 仅 有 解 (x,y,z) = (1,2k+ 1，2) 外 ， 无 其 他 的 非 
负 整数 解 。 

1 设 g = pt? 一 4，p 丰 1(mod8)， 则 方程 (4) 除 开 

1) pp 二 3，+=p*，k 之 0 仅 有 解 (x,y;2)= (2k+1,1, 
2) 和 

2) 5=3， 仅 有 解 (1，0，1)，(2，0，3), 且 当 1 = 3 
(8R>0) 时 还 有 解 (28+ 1，1，2) 外 ， 无 其 他 的 非 负 整数 解 。 

下 。 设 p=g***!+2，k 之 0 且 g 直 1(mod8)， 则 方程 (4) 
除开 (1，2&+1,1) 外 ， 无 其 他 非 负 整数 解 。 

这 些 结果 在 解 指数 和 番 图 方程 o*+507" =c*《( 见 82) 时 都 
有 重要 应 用 。 对 于 天香 图 方程 

a 0 =(20)”， gb 是 奇 素数 (7) 
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《这 里 ca，5 不 一 定 是 素数 ) ， Perisastrit31 讨 论 了 p=5 的 情 
形 ， 此 时 方程 (7) 化 为 
a*—b’=10’。 (8) 

定理 8 设 (，0) 三 (13，3) (mod20)， 则 方程 (8) 无 
z 二 1 的 非 负 整 数 解 。 

曹 珍品 "证 明了 

定理 9 设 4 三 3,7(mod10),5b 三 11,19,21,29(mo140)， 
则 方程 (8) 无 2 二 2 的 非 负 整数 解 。 

1982 年 ，]ToyoizumiH 1 对 方程 (7) 证 明了 在 p 三 a 三 
5(mod8),，5 三 3Cmo48) 且 ptab 时 ， 方程 (7) 无 2 宇 3 的 非 负 
整数 解 。 

这 个 结论 是 不 对 的 ， 例 如 我 们 有 

(4p4+1)?— (4p’—1)*=(2p)。 
曹 珍 定 中 在 1985 在 对 更 一 般 的 方程 
a*—b’=(2p')", (9) 
这 里 $ 为 非 负 整数 ， ?为 奇 素数 ， 且 brabg， 证 明了 

定理 10 设 (q，8) 二 (5，3) (mod8)， 则 方程 (9) 除 开 
a=4p''+1,，0=4p''-1 周 有 解 x=y=2,，z=4 外 ， 无 
2z 关 3 的 非 负 整数 解 。 

在 (co， 0) 三 (5，3)(Cmod8) 及 z>3 了 时， 对 (9) 取 模 8 知 
2| x，2 |y。， 故 用 分 解 因子 法 可 以 证 明定 理 10。 与 定理 10 类 
似 地 ， 我 们 还 有 

定理 11 设 (a，6) 二 (3,5),( 填 3,7),(7, 土 3) (mod8)， 
则 方程 (9) 除 开 34- 7: =25 外 ， 无 z 宇 4 的 非 负 整数 解 。 


最 近 ， 背 珍 富 和 王 各 正 对 方程 (7) 在 (9) = -1， 
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人 = 人 Ja 人 -1 二) 的 =- 


出 了 方程 (7) 无 解 的 一 系列 结果 。 
$2 丢 番 图 方程 s+ +6"'=e: 


给 是正 整数 4g，6，、c， 求 方程 

a*+b’=c’ (1) 

的 解 是 于 着 图 方程 中 一 个 重要 的 课题 ， 其 中 尤为 引 人 注 目的 
是 a，b5，c 均 是 素数 以 及 a，b，c 取 商 高 数组 的 情形 。 

T 。0w，pb， <c 均 是 素数 。 这 时 方程 (1) 化 为 

a +6"=c*,，as,b,c 是 不 同 的 素数 。 (2) 

1958 年 ，Nagell53 首 先 求 出 了 max(a,， b,c) 志 7 时 方程 (2) 的 

全 部 非 负 整 数 解 ， 得 到 了 下 表 : 


生 记 程 全 部 厅 员 整数 解 ( x, yz ) 

1) 5*=37+27* a 1,1),(1,0,2), (2,2,4) 

2) 3 一 5 十 2z (1,0,1),13,2,1), (2,1,2), (2,0,3) 

3) 2 一 5 十 3z (1,0,0),{2,0,1),(3,1,1), (5,1,3),(7,3,1) 
4) T73727 {1,1,2) 

5) 3 一 7 十 2z . (1,0,1),(2,1,1),(2,0.,3), (4,2,5) 

6) 2 一 7 十 3* (1,0,0),(2,0,1),(3,1.0),(4,1,2) 

7) 7*=5*+27* {1,1,1) 

8) 5 一 7 十 2> (1,0,2) 


9) 2* 一 7 十 5 (10,0) (3,1,0), (5,1,2) 


Nagell 对 方程 3) 和 9) 的 证 明 用 了 很 长 的 篇 幅 且 用 了 很 
深 的 代数 数论 和 2 一 adic 方法 . (参阅 第 三 章 )。 
1959 年 ，Makowskiea 求 出 了 方程 
2*+11: =5* 
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的 全 部 非 负 整数 解 ， 即 (x,，y,z) = (2,0,1) (2,2,3)。 

1976 年 ，HBadano5 考 虑 了 11 委 max(a，p，c) 委 17 的 情 
形 ， 给 出 了 此 时 除 方程 

3*+13:=27 (3) 

外 的 全 部 非 负 整数 解 。Uchiyama“ 解 决 了 方程 (3), 他 证 明 
了 方程 (3) 的 全 部 非 负 整数 解 是 (0,0,1),(1,0,2), (1,1,4)。 

1984 年 ， 孙 琦 和 周 小 节 ”1 给 出 了 max(a,b,c) =19 时 方 
程 (2) 的 全 部 非 负 整数 解 。 

1985 年 ， 杨 晓 卓 :1 又 给 出 了 max(a,b,c) =23 时 方程 
(2) 的 全 部 解 。 

这 些 关 于 方程 (2) 的 工作 ， 痢 是 把 方程 (2) 化 成 若干 具体 
的 指数 丢 番 图 方程 ， 然 后 采用 一 个 一 个 分 别 求解 的 方法 ， 使 
max 《a,b,c ) 不 断 放大 。 我 们 看 到 ， 使 用 这 种 方法 ， 每 把 
max(ap,c) 推进 一 步 都 十 分 困难 。 

1986 年 ， 曹 珍 富 外 把 方程 (2) 化 为 如 下 的 两 个 竺 镍 图 方 

a*+6b*=2*，a，6b 是 不 同 的 奇 素数 ， (4) 

ab0=2，a 0 是 不 同 的 奇 素数 。 (5) 
然后 ， 对 方程 (4)，(5) 进 行 一 些 定性 研究， 可 以 把 max (a， 
56，c) 放 大 到 100， 并 二 使 用 我 们 的 方法 可 以 把 max(a,b,c) 
继续 放大 。 

对 于 方程 (4)， 我 们 有 

定理 1 设 29 委 max(a，b0) 和 97， 则 方程 (4) 涂 开 下 面 
11 种 情形 外 ， 均 无 正 整数 解 ， 

34+47=2’, 72+79=2’, 17+47=2, 41 +23=2°, 

97+31=2’, 3:+37=2, 3+61=2, 11+53=2°、 

59+5=2"，3+29=25，67+T61=27。 
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对 于 方程 (5)， 我 们 在 81 中 已 经 证 明了 很 一 般 的 定理 ( 兄 
31 的 定理 7 及 排 论 ) 。 利 用 SL 中 的 结果 ， 册 上 简单 同 余 法 ， 
就 可 以 给 出 max(a,5b) < 过 100 时 方程 (5) 的 全 部 正装 解 ， 此 
过 共有 49 对 (六 伍 (5) 在 正 整 数 解 #。 

由 于 在 ?29 过 maxkc，b) 委 97 了 时， 方程 04) 可 化 为 248 个 具 
体 的 指数 竺 希 图 方程 ， 方 程 (C5) 化 为 2x248 个 具体 的 指数 委 
赤 疼 方程 ， 因 此 用 一 个 一 个 分 别 求 解 的 方法 难以 把 max(a， 
0，c) 挫 进 到 100。 

我 们 狂想， 当 max(ce，D,c)>7 时 ， 方 程 (2) 最 多 只 有 一 
组 下 整数 解 (xy,y;z)。 这 在 max(c;p,c)<100 讨 已 经 成 立 。 

I 。4a,5,C 取 商 高 数组 。 我 们 知道 ， 商 高 数组 a,3,c 满 足 

a*+b*=0c’, 
故此 时 方程 (1) 有 正 整 数 解 x = y =z=2。1956 年 ， 
Jesmanowicz025 猜 测 ，; 当 a, 5，c 取 商 高 数组 时 ， 亚 番 图 方 
程 (1) 仅 有 正 整数 解 x = y = := 2。 这 一 萍 测 至 今 只 证 明了 对 
一 些 较 为 简单 的 商 高 数组 是 正确 的 ， 例 如 对 于 

a=2%+1, b=2n(n+1), c=2n(n+1)+1, (6) 
Sierpifiskit?51 证 明了 2 = 1 时 以 及 JesSmanowicz!* 5 证 明了 
”= 2,3,4,5 时 ， 猜 想 是 正确 的 。 他 们 都 只 用 了 简单 同 余 法 。 
实际 上 结合 分 解 因子 法 可 使 证 明 大 大 简化 ， 钢 如 在 *=1 时 方 
程 (1) 化 为 
9+4=5’, x>0, y>0, 2>0。 (7) 
对 (7) 取 模 3 得 出 2| z， 设 2 = 2z,， 则 (7) 化 为 

1 (5 一 27)(571+27) = 3*， 
由 此 得 出 
571—-21=1, 5°1+2’=3*, 


* 见 药 珍 富 ， 科 学 通报 ，Vol.33(1988)，No.3，237. 
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这 虐 给 出 z, =1， y=2,X=2, 即 (7) 仅 有 x=»=2z=2 的 正 


整数 解 。 
1958 年 , 柯 召 ?5029 用 简单 同 余 法 和 分 解 因子 法 对 (6) 中 
的 商 高 数组 证 明了 


定理 2 在 ?三 1,3,4, 5，7，9，10，11(mod12) 时 ， 
Jesmanowicz 猜 想 都 成 立 。 如 果 存 在 素数 p= 三 3(mod4) 或 p 
三 5(mod8) 使 得 2%+1 三 0(modp)， 则 对 (6) 中 的 商 高 数组 
Jesmanowicz 猜 想 也 成 立 。 

定理 3 在 三 2(mod5), 1 三 3(mod7), “三 4(mod9)， 
nn 二 5(mod1l1)，# 三 6(mod13) 或 n= 二 7(mod15) 时 ， 
Jesmanowicz 猜 想 成 立 。 

由 此 可 推出 ?<96 时 猜想 成 立 。 

1960 年 ， 侥 德 饮 "1 利用 柯 召 的 方法 进一步 证 明了 ， 对 
(6) 中 的 数 ， 当 n 二 2,6(mod12) 时 ,Jesmanowicz 猜 测 成 立 。 
出 此 可 知 ， 对 (6) 中 的 数 还 剩 下 三 0,8(mod12) 没有 解决。 

1964 年 ， 柯 召 和 孙 琦 09 讨论 了 n 三 0，8(mod12) 的 情 
形 ， 并 证 明了 在 ?<1000 时 Jetmanowicz 猜测 成 立 。 稍 后 ， 
柯 召 号 5 又 把 1080 改 进 为 6144。 

1965 年 ，De 血 /anenkol33l 彻底 地 解决 了 (6) 中 的 数 即 
他 证 明了 | 

定理 3 对 (6) 中 的 商 高 数组 ,Jesmanowicz 猜 测 成 立 。 

对 于 商 高 数组 

a=m?* 1, b=2m, c=m*:+1, m>1, (8) 
1959 年 ， 陆 文 端 5 "1 首先 解决 了 m = 22 的 情形 ， 即 他 证 明了 
定理 4 瑞香 图 方程 
(4n? —1)*+ (4n)"= (4n2 +1)° 
侈 有 正 整数 解 x=y=z=2。 
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1961 年 ，J6zefiak62 证 明了 定理 4 中 的 一 个 极 特殊 的 : 
情形 ， 即 他 解决 了 (8) 中 数 当 m = 2'p',， ?r,s 是 正 整数 ，p 是 
素数 时 的 情形 。 

1965 年 ，Dem’janenkoS ”1 对 (8) 中 任意 m 证 明了 Jes- 
manowicz 猜 想 成 立 。 

我 们 在 第 二 章 的 $2 中 曾 给 出 商 高 数组 的 通 解 ,在 (a,b,c) 
=1 村 通 解 是 

d= ss:—t1, b=2st, C=S2 十 1 (9) 
这 里 5 之 i 汪 0，(s,!) =1,s+1 三 1(mod2)。 柯 如 51 在 1959 年 
首先 对 (9) 中 的 商 高 数组 进行 了 研究 ， 他 证 明 如 下 两 个 定理 。 

定理 5 设 *=2" 和 # 均 不 含有 48+1 形 素 因子 , 且 

1) 7 三 2(moi44), 1 三 3(mod8), 或 

2) 1 三 2(mod4),， i 三 5(mod8)，2n+t 含有 4 如 ~1 形 素 ” 
因子 ， 或 

3) 1 三 0 (mod4) ,三 3,5(mod8)， 

则 jesmanowicz 猜测 成 立 。 

定理 6 设 s=3n，t=2m 均 不 含有 4k+1 形 素 因子 。 且 
(21)>30>210>0 或 30>81>0。 则 在 

1) mn 三 2(mod4)，7 三 1(mod8) 时 ， 或 

2) mm 三 2(mod4)， 7 三 7(mod8)，3N+2m 含 有 4k 一 1l 形 
泰 因子 时 ， 或 

3) mn 三 0(mod4), ?三 1,7(mod8) 时 ，Jefimanowicz 猜 

测 成 立 。 
这 两 个 定理 的 证 明 思 路 是 : 在 所 设 条 件 下 可 证 al Xs 
2] z2， 设 x =2x,，z=2z;， 则 (1) 式 化 为 
(s2 一 和) t+ (0s) = (sr +1) !, 
即 有 
866- 


(2s0 7 =[F(Gs2+1) Ts 人) ‘LCs? 
+12) 一 (s2 —t2) !], (10) 
先 设 2| x ,， 由 于 s,1 均 不 含 人 8+1 形 素 因子 ， 故 育 素 数 pl :一 
pr(sr +412) + (ss 一 12)*”'， 奇 素数 qji=>g+(s*+12) 二 
(s?2 一 12)*1, 故 注意 到 (8s? 412)"1 寺 (Ss? 一 12)*1 三 2 (mod4)s 
由 (10) 得 出 
(s2 +12)” 


1 


1 


=2， 
1 册 一 


1 (Cs2 1 =2 lpyy, 
而 这 显然 不 成 立 。 于 是 2+x,， 可 设 X=2xX,+1, Xx, 0 与 
在 21x ;时 同样 讨论 知 ，(10) 给 出 | 


1 


(s2 二 8272) tl 1 oY 
2 2x2+1 
(S2 十 !2) "(ss2—1{2) = 217, 
或 
1 2x2+1 > 
人 +(s?—1?) =2s ， 
< 2 2x2 十 1 y 一 1 yy 
C2+4f2) ~ (st) =2 1t. 


然后 在 定理 所 设 条 件 下 ， 利 用 不 等 式 法 证 明 仅 有 y=2 的 正 
整数 解 。 

1962 年 ， 陈景润 所 用 柯 召 的 方法 又 补充 了 定理 5 和 定 
理 6 中 的 某 些 结果 。1982 年 ， 草 珍 富 2 7 证 明了 ， 设 s = 22 和 
的 不 含有 4 + 1I 形 素 因 子 ，! 专 5(mod8) 。 则 在 

1) 7 二 1(mod6), 1 二 1(mo13) 时 ， 或 

2) 1 二 5(mod6)，t 三 2 (mod3) 时 ， 

Jesmanowicz 猜 测 成 立 。 

显然 ， 柯 召 、 陈 景 润 等 对 (9) 中 的 商 高 数组 的 工作 ， 都 
是 在 “s,t 均 不 含有 雏 +1 形 素 因 子 ” 的 良 制 下 进行 的 。1982 
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年 ， 曹 珍 富 4 31 在 许多 情形 下 去 掩 了 这 个 限制 ， 得 到 

定理 7 设 s=2(mod4),! 三 1(mod4) ,或 三 2(mod4)， 
t 三 3(mod4) 且 s+t 含有 某 个 4 一 1 形 的 素 因 子 ， 则 ”Jes- 
manowicz 猜 测 成 立 。 

定理 8 设 

1) ss=1(mod4)，t=2(mod4)， 且 ss 含有 某 个 48- 工 形 
的 素 因 子 或 存在 某 个 8& + 5 形状 的 素数 p 适 合同 余 式 s: = 三 已 
(modp), 或 

2) ss 三 5(mod8), 1 三 2(mod8), 或 

3) s 三 1(mod8), 三 6(mod8), 或 

4) ss 三 3(mod4), 1 三 2(mod4), 明 s+t 合 有 某 个 48 一 1 
形 的 素 因 子 ， 则 Jesmanowicz 猜 测 成 立 。 


$3 与 有 限 单 群 相关 的 指数 丢 番 图 方程 


现在 我 们 来 考虑 方程 
l1+p"=g'r :+p’q°ri (1) 
的 非 负 整数 解 ， 这 里 p,q,r 是 给 定 的 不 同 素数 。 这 个 方程 很 
自然 地 出 现在 有 限 单 群 中 ， 例 如 
设 G 是 一 个 有 限 单 群 ，G 的 阶 1G| = pm，p 是 素数 且 
《p,m) =1， 则 在 G 的 主 p 一 块 中 寻常 不 可 约 特征 标的 次 数 - 
x1，"…s%: 满 足 如 下 形式 的 方程 
So.x: =0, 6,E{-11} (=1,.,n), (2) 
这 里 x.…x, 是 [G1/p 中 一 些 索 数 窜 的 乘积 。 
显然 ， 方 程 (1) 是 方程 (2) 在 %=4 目 x1…xs=p*g'r* 时 
的 一 个 情形 。 
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对 于 某 些 特殊 的 有 限 单 群 C， 阅 如 G 使得 对 某 个 Sylow 
5 -一 子 群 9 有 1V(GS |= 30。 由 Brauer” 的 工作 知 ，G 的 
主 p 一 块 B,(p) 中 的 诺 特 征 标 是 主 特征 标 ]， 两 个 非 例外 特 
征 标 A， 工 和 了 个 例外 特征 标 Xml) 。 
这 些 特征 标 对 于 符号 0,，6:，9/E{- 1， 1 满足 -{(1)== 
S11(moip), tT(1)=6,(modp), x "(1)= ~ 36(modp)(n = 
一 1 
1,…， ) 和 
1+tOA(1) to (1)+6 x "*(1)=0。 
故 在 假定 8o(p) 有 次 数 方程 
1+2"=35°+2°3°57 (3) 
时 ， 这 里 a,6,c,d,e,f 均 是 非 负 整数 ， 利 用 方程 (37 的 解 可 
证 中 此 时 G 与 群 上 (2,7)，L(3,3), 了 (3,4) 或 4 之 一 同 构 。 
1985 年 ，Alexm 给 出 了 方程 (1) 在 (bp,qyry={12,3,5} 时 
的 全 部 非 负 整数 解 。 易 知 ， 在 {b,q:r}={2,3,5} 时 ， 方 程 


(1) 化 为 方程 (3) 和 方程 
1+3"=275 :+243°57, (4) 
1+5"=2:3°+23°5/6 《57 


定理 1 方程 (3) 的 全 部 非 负 整数 解 为 (a,b,c,d,e,f) =(3， 
‘0,1,2,0,0),(5,0,2,3,0,0), (6,0,2,3,0,1 ),，(7,0,3,2， 
Q,0),(10,0;4,4,0,2), (10,0,2,3,0,3), (2,1,0,1,0,0), 
(3,1,0,1,1,0), (4,2,0,3,0,0), (5,3,0,1,0,0), (5,2,0, 
3,1,0), (7,4,0,4,1,0), (9,4,0,4,3,0),(9,3,0,1,5,0), 
6,1,1,1,0,2), (9,5,0,1,3,1), (6,0,1,2,1,1), (12,0, 
‘5,2,5,0), (6,2,1,2,0,1), (9,2,2,5,2,0), (9,4,1,2,3, 


0), (7,2,0,3,1,1), (4,0,1,2,1,0), (10,0,3,2,2,2), (10, 
2,2,5,0,2)，, (4,1,1,1,0,0), (7,1,2,1,3,0),(11,4,2,3, 
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1,0,), (8,2,2,5,0,0), (5,1,0,1,1,1), (5,1,1}, 1,2,0> 
和 (1,0,0,1,0,0)， 这 里 1 是 任意 非 负 整数 。 

定理 2 方程 (4) 的 全 部 非 负 整 数 解 为 (2,0,1,0,0,1)、 
(3,0,2,0,1,0), (2,3,0,1,0,0), (4,6,0,1,2,0),(3,3,0, 
2,0,1),(5,6,0,2,2,1), (4,1,1,3,2,0),，(6,1,1,4,2,1), 
(2,1,0,3,0,0), (6,7,1,1,2,1), (1,1,0,1,0,0), (3,1,1> 
1,2,0), (4,1,0,4,0,1), (4,4,1,1,0,0), (6,1,3,5,1,1), 
(3,4,0,2,1,0), (4,1,2,5,0,0), (3,2,1,3,0,0), (3,2,0y 
3,1,0), (2,2,0,1,1,0), (8,8,2,1,4,0), (4,5,0,1,0,2), 
《5,2,0,41,1)，(5,2,2,4,2,0)，(f,0,0,0,1,0), 这 里 t 是 任 
意 非 负 整 数 。 

定理 3 方程 (5) 的 全 部 非 负 整数 解 为 (1,0,1,0,1,0)， 
(3,0,4,0,2,1), (2,3,0,1,2,0), (2,3,1,1,0,0),(4,6,2, 
1,0,2), (3,3,2,1,3,0),(2,1,0,3,1,0), (3,1,1,3,1,1), 
(2,1,2,3,0,0), (3,1,3,3,2,0), (2,4,0,1,0,1), (5,10, 
1,1,3,0),(5,1,3,10,1,0), (1,1,0,2,0,0), (2,1,1,2,C, 
1), (3,1,2,2,3,0), (1,2,0,1,0,0), (2555151,1,1), (3» 
2,2,1,2,1)，《3,2,3,1,2,0) 和 和 (1t,0,0,0,0,1), 这 里 t 是 任意 
非 负 整数 。 

这 三 个 定理 的 证 明 都 借助 了 CDC660 计算 机 ， 同 时 用 型 
了 Tijdeman 的 一 个 结果 ， 即 

定理 4 设 p,g 是 素数 电 1 < 二 p< 二 gq 二 20， 则 不 等 式 0 过 
1 pg’'|<p" 仅 有 解 旺 (p,q,x,y)=(2,3,1,1)，(2,3, 
2,1), (2,3,3,2), (2,3,5,3), (2,3,8,5), (2,5,2,1),(2, 
5,7,3), (2,7,3,1), (2,11,7,2), (2,13,4,1), (2,17,4, 
1), (2,19,4,1), (3,5,3,2),(3,7,2,1), (3,11,2,1), (3» 
13,7,3), (5,7,1,1), (5,11,3,2), (7,19,3,2), (11,13, 
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1,1) 和 (17,19,1,1)。 

稍 后 ， Alex! 人 1 又 在 {p,q,r) ={2,3,7} 时 给 出 了 方程 (1) 
.的 全 部 非 负 整数 解 。 

对 于 r =2，(p,g) = (73,223) 或 (223,73), Alex 和 Fos= 
ter1 3 证 明 方 程 (1) 仅 有 平凡 解 (1,0,0,1,0,0)，t 为 任意 非 
人 负 整 数 。 同 时 他 们 还 考虑 了 pb =2 的 某 些 情 形 。 

1988 年 ， 曹 珍 富 和 和 歼 进 香 中 进一步 讨论 了 方程 (1) 当 7 = 
2 的 情形 ， 

1+p"=g'2° + pg’27, (6) 


在 p=1(moi12),9=7(mod19D 有 (0 ) =1 时 ， 他 们 证 明了 方 


程 (6) 推 出 c =e = f=0， 故 此 时 (6) 化 为 
1+p"=q?+p’。 (7) 

显然 ， 除 去 a = d 5 = 0 外 ， 可 设 o>>0，5>0，d>0, 这 时 对 
给 定 b,9， 方 程 (7) 可 以 按照 下 述 方法 求解 ， 

1° 求 出 p 对 神 g 的 阶 数 &4， 

2° 选 取 某 些 jq' 一 1 使 得 p 对 模 j 有 阶 数 v， 甘 | v。 

因为 从 (7) 得 出 ut+a 一 d 且 v| a 一 dq， 故 由 可 tz 知 , 不 可 能 。 
这 就 证 明 在 1"，2° 两 条 均 达 到 时 方程 (7) 仅 有 平凡 解 a。=d ， 
b=0。 利 用 这 种 方法 ， 我 们 证 明了 

定理 5 设 (p,q)=(13,43)，(13,79),(13,103),(37， 
7)，(37,67)，(61,19)，(61,43) 和 (61,103)， 则 方程 (6) 均 
仅 有 平凡 解 (1,0,0,1,0,0)， 这 里 ! 为 任意 非 负 整数 。 

此 外 ，1976 年 Alex! 给 出 了 1+ y=z，y2=2°35°7* 
《a,b,c,d 均 为 非 负 整数 ) 的 全 部 正 整 数 解 (y,z)， 共 23 组 ， 
他 还 给 出 了 

NX+Y=2, XY2=2°357:, XxX<y, (x,»)=1 
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的 全 部 正 整数 解 (x,yy,>)， 共 62 组 。1982 年 ，Brenner 和 
Foster! 所 研究 了 许多 类 型 的 指数 丢 番 图 方程 ， 例 如 他 们 给 出 


了 方程 


1+2 +7 =3 5， 《87 
3 +7 =3 +5+2， (97 
3°+5'+7° =11° (10) 


等 的 全 部 非 负 整数 解 ， 分 别 为 ， 
(8): (apycyd)= (1;0,1,0)，(1),1,2,0)，(1)2，3，2)， 
(2,0,0,1), (3,0,2,0), (5,0,2,2), (5,2,4,0)。 
(9): (asB,csd) =(1,0,0,0), (2,0,1,1), (3,0,0,2)> 
(3,3,5,3), (4,2,1,3), (6,4,1,5), (1,1,t,1), 
这 里 ! 为 任意 的 非 负 整数 。 
(10): (Casb,c,d)=(1,0,1,1), (2,0,0,1)。 
1986 年 ，Kutsunat 人 给 出 了 方程 
ar 一 050 二 土 ]， 土 2， 
在 {a,5,c} ={2,3,5} 时 的 全 部 正 整 数 解 (x,y,2)。 
这 里 讨论 的 所 有 丢 番 图 方程 者 是 方程 (2) 的 特例 。 而 对 
方程 (2) 的 较为 一 般 情形 ， 哪 怕 对 方程 (1) 的 较为 一 般 情形 ， 
给 出 进一步 的 结果 都 不 容易 。 


34 于 一 图 方 独 xr*+D=p: 


对 给 定 DEZ 和 素数 p，p+DD， 求 丢 番 图 方程 
x*+D=p" (1) 
的 正 整 数 解 x,n, 是 一 个 著名 的 问题 。 早 在 1913 年 ， Rama— 
nujana 训 提出 求 方程 
2 


x* +7=2 (2 


网 正 整数 解 的 问题 ， 他 间 ， 方 程 (2) 除 开 (x ,4) = (1,3),(3， 
4) (5,5)，(11,7)，(181，15) 外 ， 是 否 还 有 其 他 的 解 ? 这 
个 问题 首先 由 Nagell 给 出 肯定 的 回 答 。 后 来 ，Mordell， 
Hasse,Chowla 和 Lewis, 以 及 Johnson' 等 分 别 给 出 了 多 种 
不 同 的 证 明 , 我 们 在 第 二 章 37 和 第 三 章 $1、3 分 别 给 出 了 John= 
soun 和 Hasse 的 证 明 。 有 趣 的 是 ， 方 程 (2) 的 解 完全 解决 了 组 
合 数学 中 起 平面 差 集 (v=2' -1，n 宇 2) 和 Hall 差 集 (v = 
4X “+ 27 是 素数 ) 有 无 公共 部 分 的 问题 。 

1960 年 ，Apery 呈 证 明了 和 于 希 图 方程 

x2+D=2", 21D>0 (3) 

在 D 志 7 时 最 多 有 两 组 正 整 数 解 x,n。 Browkin 和 Schinzel!" 
提出 如 下 猜想 ， 方程 (3) 有 两 组 正 整 数 解 当 旦 仅 当 DD = 23, 或 
D=2:—1, hk>3。 

1967 年 ，Schinzel's 1 部 分 地 解决 了 这 个 猜想 ， 证 明了 

定理 1 除 D =2* 1 外， 方程 (3) 在 n>>80 时 最 多 只 有 
一 组 正 整数 解 。 

1981 年 ， Beukerst52 完 全 解决 了 Browkin-Schinzel 猜 
想 ， 证 明了 

定理 2 方程 (3) 有 两 组 正 整 数 解 的 充 要 条 件 是 D = 23 
或 D =2: -1，&>3。 并 且 九 =23 时 的 解 为 (xm) = (3,5)， 
《45,11); 站 =2-108>3) 时 的 解 为 (xz) = (1,8)， 
《2 一 1，28 一 2)。 

证 明 首先 在 DD 圭一 1(moi8) 时 ， 对 (3) 取 模 8 知 # 过 3， 
故此 时 (3) 不 可 能 有 两 组 正 整 数 解 。 

现 设 刀 二 ~1(mo38)。 令 e 是 满足 MM?4+62D = 92+: 《对 
正 整数 W ,6) 的 最 小 正 整数 ， 则 熟知 5 95， 如 果 存 在 整数 x,r 
满足 x*+ D =2**"， 则 b=1 且 e| r。 此 外 ， 对 于 由 
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ao =0, ai=1, an =Ma,1—2°a, 2, Mm>2 (4) 
给 出 的 Lucas 序 列 ( 参 阅 $6)， 我 们 有 | a,/. | =1。 反 过 来 ,如 
果 存 在 m 使 得 |a,| =1， 则 对 某 正 整数 x 和 D =2*1“ AMM? 有 
x2+D=2239。 这 样 ,我 们 来 寻找 满足 1a.| =1(0m>1) 的 
Lucas 序 列 (4)。 

设 | as |=1 且 2!me, 则 对 某 正 整数 x 有 x2?+ 忆 =2? 


于 是 由 2:* =M?+6*D>D=2? "1 和 
2， 故 方程 x*+ DD =2" 的 解 由 | a1 1=1 和 | as |=1 分 别 给 出 
(x,7)=(1, 2+e) 和 (2°'!—1, 2+2e)。 

设 | a, |=1 且 2+me， 这 时 仍 推 出 对 某 正 整数 x， 有 x?+ 
D =2+"。 我 们 考虑 也 的 两 种 情形 : 

1) 万 <235"， 由 第 三 章 84 亚 的 Beukers 定理 可 推出 ， 
对 任意 DEZ， 如 果 1D| <2*5， 且 x?*+DD=2" 有 和 解 ， 则 1 过 


18+2 -08 12 。 于 是 我 们 得 出 
2 aD ， 又 由 2*'“= 信 ?+ 妃 推 出 e 志 
Oz 
.log _，。 故 由 吕 之 7 得 出 
loz2 
log 一 
& 
4 
由 D7， 三 一 1(mozd 18) 易 知 万 =15，23，… … 分 别 讨 论 ( 注 


意 把 增 大 的 九 代 入 (5) 式 本 使 m 的 范围 络 小 ) 知 均 不 可 能 。 


2) 万 >23"， 此 时 由 第 三 章 84 的 例 4 知 2+me<435 十 


10- oD 故 由 e 宕 - “并 3 一 2 推出 
oz2 ” 


mn < 455 loz2+10<156 


log2 
4 
e>94。 
从 Lucas 序 询 (4) 用 简单 同 余 法 知 as 三 骨 ”* (mod2“)， 因 此 
an 二 1 推出 骨 *! 三 1(mod2')。 令 m=1+2' 146，2+4， 出 m 过 


2 搬 由 说 “=10mod2* ) 得 出 条 一 1(mod2 )。 
注意 到 朵 :2 一 2 可 设 有 2 =1+200 0 委 4 委 2 入 16。 
假定 作 =1， 用 归纳 法 得 出 ， 对 所 有 m=:2 有 
ax 三 1 (m ~ 2)2°(mod2’°), 
因此 a =1 推 出 m 一 2 三 0(mod2°), 但 2+m, 故 这 是 不 可 能 的 。 
于 是 村 >>1, 令 让 = 土 1+p'2t， hk 之 2, 2+e, 则 有 1 土 p"2:*!+ 
p22*=1+w"2  '， 即 p271(pr217 :十 1)=p42 ~'。 出 
此 知 2 2: :， 故 得 #8+1 之 e 一 1>>92 和 且 p(p*2*-! 十 1) 入 p46 
因为 4 过 16，R 宇 92, 所 以 2?1-1 和 pC(pr2: 1 十 1) 扩 4 志 16， 
这 是 矛盾 的 。 这 就 证 明了 定理 2。 证 毕 
Beukers 还 同时 讨论 了 方程 
x*—-D=2’, 2+D>0 (6) 
I 。 如 果 刀 = 2 一 3.21* :+1ij，k 宇 3， 则 方程 (6) 有 解 . 
(XN) =(2°—3,3), (2:—1, kt+2), (2t+1, k+3), 
(3.2 一 1，28+3)。 
工 。 如 果 刀 =221 +224 一 2811 一 2471 一 21+1 十 1， 大 > 
1 三 8+1， 则 方程 (6) 有 解 ( x,n)= (2 一 2 一 1]，R+2) ， 
(2 —2:+1, I+2), (2:+2'—-1, k+l+2)。 


1—2_ 
开 。 加 虹 慷 = (一 二) 一 32，2+i 这 9， 则 方程 (6) 有 
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解 (0 = (5)， (和 


27+1 )。 


一 般 地 ， 有 如 下 的 定理 。 

定理 3 方程 (6) 最 多 有 了 四 组 正 整 数 解 ， 只 涂 工 ， 开 各 
亚 的 情形 外 ， 方 程 (6) 最 多 有 三 组 正 整数 解 。 

友 果 九天 1012?， 则 除 I， 工 和 江 外 最 多 有 两 组 解 ， 而 在 
TI，I 和 理 时 分 别 愉 有 四 ， 三 和 三 组 正 整数 解 。 

对 于 | |I<1000， 我 们 己 知 方程 好 一 忆 =2 有 两 个 或 多 
于 两 个 正 整 数 解 的 全 体 吕 和 解 如 下 ; 
D=-511, (x, n)=(1,9), (255,18) 


— 255, (1,8), (127,14) 
一 127， (1,7), (63,12) 
-63 ， (1,5), (31,10) 
一 31 ， (1,5), (15,8) 
-23 ， (3,5), (45,11) 
-15 ， (1,4), (7,8) 
— 7， (1,3),(3,4),(5,5),(11,7),(181,15) 
17， (5,3),(7,5),(9,6),(23,9) 
33, (7,4),(17,8) 
41， (7,3),(13;7》 
65， (9,4),(33,10) 
89， (11,5),(91,13) 
105, (11,4), (13,6), (19,8) 
113， (11,3), (25,9) 
161, (13,3), (15,6)(17,7),(47,11) 


217， (15,3), (27,9) 


257， (17,5), (129,14) 

273， (17,4), (23,8) 

329， (19,5), (29,9) 

345， (19,4), (37,10) 

253, (19,3), (49,11) 

497， (23,5), (25,7), (39,10) 
513, (23,4), (257,16) 

665， (27,6), (69,12) 

697， (27,5), (363,17) 

713， (27,4), (29,7), (35,9) 
721, (27,3), (183,15) 

777， (29,6), (131,14) 

825， (29,4), (43,10) 

833， (29,3), (31,7), (33,8), (95,13) 
945， (31,4), (71,12) 


由 此 可 匈 ，Beukers 对 方程 (1) 当 p =2 时 的 研究 已 经 十 分 完 
整 。 

对 p>2，DD>>0，Apéry 中 证 明了 

定理 4 设 九 >0， 刀 是 奇 素数 ， 则 方程 (1) 最 多 有 两 组 
正 整 数 解 。 

1973 年 ，Alter 和 开 ubota54 利 用 代数 数论 方法 给 出 了 方 
程 

XxX?+DD=p"，p 是 奇 素数 ，p+D>>0 (7) 

在 D 二 3(mod4)， 吕 >3 无 平方 因子 时 有 和 解 的 充 要 条 件 。 
Kutsunal5I 补 充 了 Alter 一 Kubota 的 结果 ， 例 如 在 DD 三 
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1(mod4) 时 ， 他 证 明了 ， 设 2‘'a，2*;p 一 1 且 对 1<r< 
有 pb 志 2'+1-2'(mod2'"?)， 则 方程 (7) 最 多 有 一 组 正 整 
数 解 。 

1979 年 ，Beukers15 1 对 方程 (7) 作 了 系统 的 研究 ， 例 如 
他 证 明了 

定理 5 设 e 是 对 于 正 整数 4s，65 使 得 a? + Db =-p 的 最 
小 正 整 数 ， 上 且 4=at+ =- 万， 1 =a- = 万， 如果 (7) 有 
/¢ A 


解 (xm), 则 1)oln 且 6= 1 2 ) 一 二 4- 一 十 1 38)8/e 是 
奇数 。 


这 个 定理 利用 第 三 章 红 的 例 5 很 容易 证 明 。 利 用 这 个 定理 
可 以 推出 若干 结果 来 。 例 如 

Kutsuna 7 ， 乐 茂 华 " "等 都 得 出 过 一 些 结果 。 由 这 些 
结果 可 知 ， 在 许多 情形 下 方程 (7) 最 多 只 有 一 组 正 整 数 解 。 

许多 人 对 一 些 特 殊 的 D 和 p 值 , 给 出 了 方程 (7) 的 全 部 正 
整数 解 (其 中 有 不 少 结果 包含 在 第 八 章 对 方程 2?*+ D = y" 的 


讨论 中 ) 。 
对 于 p>>2，D <0， 这 时 方程 (1) 化 为 
%*+D=p"”，p 是 奇 素数 ，p+D < 二 0。 (8) 


Beukers!s ”1 在 1981 年 证 明了 
定理 6 设 - DD 不 是 平方 数 ， 如 果 方 程 (8) 有 两 组 解 
(Xn)=(A,R), (4 RN)，R >R， 则 
pi<max(2*10*, 600D?)。 
:定理 7 方程 (8) 最 多 有 四 组 正 整 数 解 。 
最 后 ， 对 于 方程 
%? 十 D"=p"，p 是 素数 ，p+D， (9) 
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其 中 刀 ， 是 给 定 的 ， 也 有 过 许多 工作 。1979 年 , Toyoizt- 
mirol:o 证 明了 

定理 8 设 D=2':-a: 六 7，a 和 和 D 均 是 正 整数 ， 则 方 
程 

x*+D"=2°" 

推出 m = 1。 

定理 9 设 刀 >1 雹 平方 因子 ，z=3(mod4)， 如 果 姜 三 
1，2Cmoid4) 且 Pp 一口 是 一 个 平方 数 ， 则 除 (D,p)=(2,3) 外 
方程 (9) 推 出 x =1。 

对 喇 和 pbp 取 一 些 特殊 值 时 ,Yamabei- 的 和 K 民 utstnaf 
还 有 一 些 工作 。 孙 和 琦 与 草 珍 语 所 用 初等 方法 还 给 出 了 方程 
(9) 的 袍 为 一 般 的 解 管 。 


5 方程 y= 及 其 推广 


”Erd6s 曾 经 狂想， 方程 

| (1) 
无 整数 解 x，y,z。 1940 年 ， 柯 召 忠 奉 定 了 这 个 猜想 ， 给 出 了 了 
方程 (1) 的 无 穷 多 组 解 


X=22 2 to 1) 2(27-1) 
tl nn. 2(27. 1)+2 | 
;72 {2 下 (2 —1) 3. 1 )4 ..(2) 
全 四 i :A 


og Dtarl (91) 2" -Dr 
这 里 >>1。 同 时 ， 他 证 明了 了 (x,y) 1 时 ， 方程 (1) 无 解 。 
1958 年 ，Schiazelts "证明 了; 如 果 方 程 (1) 有 解 ， 则 x 
的 每 一 个 素 因 子 整除 y， 或 y 的 每 一 个 素 因 子 整除 x*。 这 一 结 
果 的 证 明 是 十 分 容易 的 ， 例 如 阁 发 湘 !; 1 给 出 的 证 明 如 下 ， 
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不 妨 设 x 二 y 且 pl| x 但 p+y。 于 是 可 令 
pix, p' iz, o>0, 8>0, 


FO- | 
由 方程 (1) 得 出 cx = Bz， 从 而 放 “| 8， 即 p | p ， 
由 此 入 出 :< 了 xx。 令 ?=x+ya，ys>>1， 由 (1) 式 得 出 


<( 汪 ) *”， 但 这 是 不 可 能 的 。 


Schinzel 猜 想 ， 在 方程 (1) 的 解 中 ,，. zx 与 有 相同 的 素 因 
子 。1975 人 年 ，Dem/janenko' "证明 了 这 个 猜想 ， 邮 有 

定理 1 设 x,y,z 是 方程 (1) 的 解 ， 则 x,y 有 相同 的 素 
因子 。 

另 一 方面 ，Mills!” "1 在 1959 年 发 现 柯 召 得 到 的 解 中 x， 
》,2 均 满足 关系 4xy =2:， 于 是 他 对 4xy>>z2?*，4xy = 22 进 行 
了 研究 ， 证 明了 

定理 2 如 果 4xy>22, 则 方程 (1) 无 解 ; 如 果 4xy = 2z?， 
则 方程 (1) 仅 有 正 整数 解 (2)。 

1984 年 ，Uchiyamar 研究 了 4xy<z: 的 情形 ， 证 明了 
在 4xy 二 z* 时 方程 (1 ) 最 多 只 有 有 有限 组 解 。 

很 可 能 (2) 给 出 了 方程 (1) 的 全 部 解 。 

对 于 方程 (1) 的 推广 ， 即 丢 番 图 方程 


IE | = , RE 二 2， %i>1(i=1,.…,k), . 《3) 
在 1984 年 ， 柯 召 和 和 孙 琦 "首先 证 明了 
定理 3 方程 (3) 有 无 穷 多 组 解 
xp (TB , 


x 


xs =h! (km1) 8， 


3¢9 


1 

z=hAit"*! (CR 一 1) 3 
这 里 41=k"(hk"*1 一 2n 一 kh)，B ,=2(k" 一 1), 而 k,n 满足 kh = 
2 时 n 汪 1，k 宇 3 时 %>>0。 (证 明 见 第 二 章 38) 。 

利用 Schinzel 引 理 ， 即 如 果 正 整数 a1/，a。，6b1,bs,5s 
满足 a1 ?=b1 1 2 3 (a1, bb3)=(a,, 6106s3)=1,01> 
1，b1620s 之 a14;， 则 bi1 之 bs。 他 们 还 证 明了 
| £ 

个 j,'1<i<h, 使 x ,的 每 一 个 素 因子 整除 I x，。 


由 此 可 知 ， 方程 (3) 在 x 1,,… ,x 两 两 互 素 时 无 解 。 
净 发 湘 2 "1 改进 了 定理 4 得 到 如 下 的 结果 。 
” 定 浊 E 变 方 种 (3) 有 解 s; G71=:L,:…,k)， 则 最 多 存在 一 


个 j,，1<j<%， 使 x, 有 与 并 互 素 的 因子 w;>1。 
泛 ”否则 ， 可 设 有 另 一 个 x;(Is 7， 有 与 IE x， 互 素 的 
因子 ">1， 上 且 不 妨 设 ", 是 x， 与 JI x， 互 素 的 最 大 因子 ， 相 


应 地 设 o; 是 x ;与 II x;, 互 素 的 最 大 因子 。 令 


这 里 z;，2z, 分 别 是 2 SH 以 及 z 与 I 互 素 的 最 大 因 
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子 。 于 是 由 (3) 得 


下 
vr LY vr XX . 
Ul ily i iy,， I ir, 1 "HI Xi 
is 1 
一 z 2 iFi pi 
一 < 
这 给 出 
了 Zi 
vr /i=2z, i, (4) 
上 EE Eb 
Uj i i=2, [a ， (5) 


由 于 (v1，7r2;)=(r1/，2z12;)=1， 及 
2Z12j? UIT 1, v1>1, 
(vj;, ?21)=(r;, 212;)=1, 
ZZ2ir2Ujr;, vj>1, 
故 由 (4)，(5) 均 满足 Schinzel 引 理 ， 得 
21 之 2j; 以 及 zj; 这 21， 
这 是 矛盾 结果 。 证 毕 。 
1983 年 ， 姚 兆 栋 "1 利用 柯 召 和 和 孙 琦 的 方法 ( 见 第 二 章 
$8) ， 又 给 出 了 方程 (3) 的 一 些 解 ， 特 别 是 给 出 了 方程 (3) 在 
218>4 时 的 奇数 解 。 
定理 6 方程 (3) 在 8 之 3 时 有 和解 


? 2(2 一 2 1) 2n(02 2-1) 


X1=2 ， Xs=2 nn, 
x = 22" (2 一 2_1)+71-3 和 人 G=3，…)R)， 
2=2 2 

这 里 * 是 正 整数 。 


定理 7 方程 (3) 有 解 


Xi = 24272 (2"—1)B2 9 x2 =242 (2" 一 1) 32 多 


=242 (2 一 1) 2 (=3,.,h), 
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2 


2=2 (2° 1) 82 7 


这 里 4,，=2"+i[(2:7! 一 1)(2 -1)-7n], B=2(2"—1), 
且 R= 2 时 n 汪 1，kh 宇 3 时 nn 之 1。 
定理 8 设 8 宇 ?2， 则 方程 (3) 有 人 解 
XxX;i=(R—m) "YY (=1, ,mm), 
Xj =mn(R—m) "tt") (f=m+1,.,Rk) 
Z=mn(kR— rm) , 
这 里 8 二 m1 宇 1。 . 
由 定理 8 知 ， 在 21& 之 4 时 方程 (3) 有 无 穷 多 组 奇数 解 ( 上 内 
要 在 定理 8 中 取 2 j，2+mz? 即 得 ) 。 
为 了 证 明 这 些 定理 ， 设 (xl xs，… xy2)=d， 令 Xi= 
dt;(i=1,…,k)，z =du， 代 入 (3) 得 . 


k 
> 


di fi 丫 本 一 2 
由 此 知 ， 满 足 条 件 
. Zi = (6) 
| -这 一 为 正 整 数 的 次 备 (=4)， (7 
TT 


这 里 r 宇 1 为 整数 ， 的 (1 = 1,…,&) 和 和 4 可 给 出 方程 (3) 的 解 。 


令 和 =1， 1, =7, ti =2i in(i=3,.,R) ,4 = 2 °n, 代 


入 (6)、(7) 式 得 出 r=1，d = 2:"*“ -4， 故 给 出 定理 6 的 
解 。 | | 

令 t1 = 2 fo =(2" 1) fi=2"7i? (2"—1)(i=3, 
sR) 2 (2 一 1)， 代 入 (6)、(7) 式 得 出 r =1， 
d =242 (2"-1)3: ， 这 里 
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A,=2°71[(2 1 1)(2" -1)-n],B, =202 一 1)。 
故 得 出 定理 7 中 的 解 。 

令 ! ; =1 (i=1,…,m), t; =mn(j=1m+1,. ,BR), 
a 二 mn( 一 m)， 代 入 (6)、(7) 得 出 r =m，d = (km) "7")， 
故 给 出 定理 8 中 的 解 。 

利用 这 种 构造 方法 ， 还 可 以 给 出 方程 (3) 的 许多 解 来 。 
例如 趴 维 建 中 取 t =? "Gi=1,…,7),，1;: = (R 一 1)2(7 = 
7 十 1 py2r)， 1 =hk"(k"~1)(=2r+1,..,k), 
4 二"*1(k" 一 1) 代 入 (6),(7) 得 出 


大 4 
2 2(k 7—1) 


d=h CR ， 
故 得 
定理 9 对 每 个 正 整数 r< 乞 ，(3) 有 解 
Xi hs (R'm1) ts (=1,.,7), 
xi=hs hm1) ls? C=rt1,.,27) 
Xi =R4s "Ch" 1) 33 (=2r+1,..,k), 
z=R43 (pr—1) 8s, 
这 里 4,=% 一 DD -2nk", Bs =2(k"—1), 
hk"*'(k" —1)=0(modr), 日 k=2H 时 n>1; k 之 2 时 fn 二 0。 
显然 R= 2 时 给 出 柯 召 得 到 的 方程 (1) 的 解 。 
取 且 =222( 人 = pr) = (2 一 1)2(71 =7+1 27r)， 


#1 =22+1 2r(2? 一 1)7(1 =27 二 1 RD) VE=2232r+l(2" 一 
1)r， 于 是 (6) 成 立 ，(7) 给 出 


d=244 (2"-1)8t re, 
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这 里 4 =2" 31[(24 2 一 1)(2"-1)-n],Bs =2(2" 一 1)， 
C4 =2"11(2" 一 1)。 这 就 得 到 


定理 10 对 每 个 正 整数 r< 皮 ,(1) 有 解 


4 


X;,=2 (2" -1)247r54 (i=1,.…,7), 


吾 4+2 


Xj) =244 (2 一 1) r 5 (j=7r+1,.,27), 


Astrti--2r 


= (2°—1)84 yc (=2r+1,, 
R), 
2=244 "lor 1) Bt! rC4t! 


这 里 n>>1。 
在 2+k 之 5 时 ， 漆 维 建构 造 了 方程 (3) 的 无 穷 多 组 奇数 
在 & = 4m+1，m 之 1 时 ， 取 {1 = 32", t=(3" 一 2)?， 
1s =3"(3"— 2), fai =t2i+1 = 371(3" ~ 2)(i= 2,3,. 
2m)，4=3” "(3"~2)， 代 入 (6)、.(7) 得 r=4,， d= 
34s(3"~ 2)85, 这 里 As=3"11 (Sl) -2) -3", 


Bs = 3 -2。 于 是 得 到 
定理 11 设 h=4m+1，m 宇 1， 则 方程 (3) 有 解 
Xi1=345…" (3 -2)35， w=345 (3*— 2) B85"? 
Astn 


3. 


Xs=3 (3"—2) B85*! 


Kai = Xin1 = 3457 tr 2) 85"! (i=2, 3, 
21m ) ， 


ABtrt2m 


La 


2=3 (3 一 2)25 7 , 
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这 里 x 是 正 整数 。 

在 & = 4m +3，m 之 1 时 ， 取 tf1 =1, t,。=3", t=3"*!, 
fi=(2.3"—1)?, ts ={6=3"(2*3"—1), f=3"+!(2.3"— 
1), t2; =t2711=3°1i 2 (26.31)(i=4,5,.,2m+1), 4= 


3"72"(2.3" 一 1)， 代 入 (6)、(7) 式 得 r=4,，d =3 44e(2.3" 一 
B 、 加 一 “1 43 一 1 
D 2 ， 这 里 4 = 3 (3 二 1)(2.3"= D+ +|- 


24。,3"，B。=2.3" 一 ]， 故 得 
定理 12 设 &=4m+3，m 之 1， 则 方程 (3) 有 正 整 数 解 


xX!1=3 4e(2。3， 一 上 Be 多 Ni 恒久 i 《3432 一 1) B36 


a=3 de (9.9"—1) Be, wi=3 A412/3"—" 
2 DD 2° 


1)5e+2 ， 


tnt+l1 


xs=x0=840" (99° 1) , wr= 3 lg. 


~1)3°: ， 


二 有 


Xii Xi11= 348 (2.8°—1) Be (i=4,5, 


,2m + 1), 


2=340 "7" (2.3° 1) Be 人 一 员 
这 里 * 为 正 整 数 。 
由 定理 8,11 和 12 立 得 人 
推论 ”在 k 之 4 时 方程 (3) 有 奇数 解 。 站 


但 是 ， 我 们 不 知道 = 3 轩 方 程 (3) 是 否 有 坷 数 解 (参阅 
第 二 章 88) 。 
最 后 指出 ， 给 出 丢 番 图 方程 


XYy”=27*, XY =2*, XY =2Y 
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的 一 些 解 是 容易 的 “… 7… 7 ， 但 给 出 它们 的 全 部 解 仍 很 困 
难 。 


$6 其 他 一 些 指数 丢 番 图 方程 。 


本 节 我 们 讨论 两 类 指数 丢 番 图 方程 。 

I 。 丢 番 图 方程 x*=4gq"* +4g+1 

天香 图 方程 

x:=4g"? +4gq+1, (1) 

〈 这 里 x,a 是 正 整数 ,9 是 一 个 素数 的 等) 是 Calderbanktem 从 纺 
码 理论 中 提出 来 的 。 例 如 他 证 明了 

定理 1 设 有 限 域 GF (gq) (9 是 一 个 素数 寡 ) 上 的 [7， 
kj] 码 C 恰 有 两 个 非 零 加 权 矿 ,，WW,， 且 在 二 重 码 C7 中 最 小 加 
权 至 少 是 4。 如 果 h =2， 则 n=1, WW ,=1, WV, =2，; 

(4) 如 果 k 宝 3，g =2， 则 下 列 两 条 之 一 成 立 : 

1) n=2t-1, W ,=2*-2, W,=2*-1,; 

2) k=4, n=5, W,=2, W,=4。 

(B) 如 果 k 宇 3，g 志 2， 则 

3) k=3, qg=2", n=2"+2, W)=2", WW,=2"+2; 

4) k=4, =g’+1, W,=(g-1)g, W,=9q’; 

5) (g— 1)n=u(g:’? +1), W ,= ug -2Y2, 

W,= (4+1)g':™2? ， 

这 里 4 是 一 个 正 整 数 且 (34+ 3): =4g'/? + 4g+1， 
或 Ce 了 一 
6) 2(g—1)n=(2u+1)g -1 +(q—2)— au(ut+1)/qy 
W, = Wg't -3)/2 3 矿 ， = (ut 1)g'*-32 ， 这 里 # 是 一 个 正 整 
数 ， 且 (24+ (2g+1))2 = 494+172 4+ 4q+1。. 
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由 这 个 定理 可 见 , 给 出 方程 (1) 的 全 部 解 十 分 必要 (Cal- 
derbank2 "对 此 曾 作 了 一 个 猜想 )。 下 面 我 们 就 来 研究 方程 
(1) 的 解 。 首 先 ， 如 2| co， 则 方程 (1) 化 为 


X=49"+49+1, m>0,，x>0, (2) 
并 且 如 果 2+a， 则 方程 (1) 化 为 
xX2=44"+4gq:+1, 2+m>0, Xx>0。 (3) 


显然 ， 对 任 给 的 4，(2) 和 (3) 均 分 别 有 平 几 解 x = 2，x = 29g 
+1 和 m =1, x=2g+1l。  . 

对 gq = 3， 方 程 (2) 北 为 x? = 4，3” +13。 remner 等 em 
DR 及 Tzanakis 和 和 W olfskill "证 明了 该 存 程 仅 有 正 整 只 名 
(x,m) = (5,1), (11,3)。 对 gq = 4， 方 粮 (1) 化 为 X22 
17， 此 由 34 知 仅 有 正 整 数 解 (%， a) = (5， 51), (7,3), (9, 由 
(23,7)。 i) | 

1987 年 ， Tzanakis 和 Wolfskill' 彻 廊 解 决 了 方程 (2) 
和 (3), 证 明了 

定理 2 ” 设 q 是 一 个 素数 窜 ， 则 方程 (2) 仅 有 非 平凡 解 
g=3, (xsm)=(5,1), (11,3) 方程 (3) 仅 有 非 平凡 解 9 = 2 
(Xxym) = (5,1), (7,3), (23,7)。 


_ 由 这 个 定理 立即 推出 
推论 设 C 满足 定理 1 的 条 件 ， 则 &w 了 ， 和 及 ， 仅 有 下 
询 的 可 能 值 ， 


1) 对 任意 9g: k=2, n=2, WW =1, WW ,=2; 
k=4, Hi=g?+1, WV =(g-1)g,， WV,=g?。 再 加 上 
2) q=2: 04=261 Wi=2 7?, Ws=2:-1, 
3) ga=3: k=5, n=11, W,=6, W, = 9; 
h=6, n=56, W,=1, W,=2, 
4) gq=4: k=6, f=78, W,=56, W,=64; 
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kh=7, 1=430, W ,=320, W,=352。 
5) gq=2": k=3, f=2"+2, Wi=2", W,=2"+2,。 
至 于 定理 2 的 证 明 ， 首 先 使 用 第 三 章 $ 4 五 的 函数 G (z)y 
互 (z), 得 到 


人 JJ)cda- (1 ) VI Hz) 


= (42)"+! (%,) 6 (DE (42) ~=2"+ih (2), 
这 里 已 :(z) 是 z 的 寡 级 数 。 于 是 由 了 -adic 知识 〈 见 第 三 章 - 
§ 3)， 令 g = p'，p 是 素数 ，f > 0， 则 有 
/nn 名 一 一 一 一 站 
| (1#,) (~ 49) - (nj TFA H(~- 4q) | » la"*!|, 
=g- "11) (4) 
其 中 n=#1+1,。 对 方程 (2) (可 设 m 宇 3) ， 我 们 有 

_4g" 
1+4g=x*( 1 3 )， 

不 妨 设 x 二 1(modp) (因为 由 (2) 知 x? 三 1(modp))， 则 上 式 ， 
给 出 


vi 证 机 =x/ 1 -4 =x+tg"E, EE2,, (5) 


x2 | 
这 里 2Z, 是 p-adic 整 环 。 因 为 x 是 p-adic 单位 ， 获 从 (4)， 
(5) 得 


[4- xn~-a"nd| ,<q 9 
这 里 4 =(%,) e401= (0 Hg) 于 
14-xnl,<max(lA- xn-g"™né|,, la"nél,) 
Max(g "+!) ,4 "), 
因此 | 4 一 x ,<<g-'，1= min{myn+1}。 设 久 =4 一 xp, 则 
玉 EZ， 且 9g :| 天。 易 知 开 六 0， 故 | KK [>q 利用 第 三 章 84 焉 
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的 知识 还 可 以 给 合 出 
OA 
- =- ( 2) 和 一 zs 人 )G+1zD 5 
故 由 | x 1<2g"” +1 得 出 
IK I< (8 )E 4 "+ (29"” +1) (1+4g)" 3]。 


由 此 并 注意 到 | | 宇 q'， 可 推出 g 二 1000。 

类 似 的 方法 可 以 证 明 (3) 在 m 宇 5 时 推出 g 过 40。 

然后 利用 简单 同 余 法 ,筛选 掉 一 些 % 值 ， 对 剩 下 的 9 值 , 挨 
个 使 用 递 推 序列 法 ( 见 第 二 章 87 和 第 七 章 84) 最 终 证 明定 理 2。 

对 于 丢 番 图 方程 

XxX? =4g" 一 4gq+1，g 是 素数 ， 
当 g = 2 时 退化 为 Ramanujan 一 Nagell 方程 ( 见 §$4) ， 而 当 
g>2 时 ，jJohnson 吧 宣布 用 递 扒 序 列 法 已 给 出 解答 

I 。 丢 看 图 方程 a" + p" =2x? 

设 万 不 是 平方 数 ， wu =a+bwD, pb =a-bvDc 
Q(V 万 ) ,这 里 ops 0 是 有 理 整数 。 我 们 来 研究 于 番 图 方程 
cr 二 2X 本 (6) 
的 正 整数 解 zJ2 。 

先 首 ， 在 W (a) =1 时 ， 柯 召 和 孙 琦 呈 证 明了 方程 (6) 在 
4| "时 无 正 整数 解 x,n。 而 在 V(c) = - 1 时 , 曹 珍 富 外 证 明了 
类 似 的 结论 。 由 此 知 ， 在 N (a) = 土 1 时 ， 方 程 

"+p’"=2x’ (7) 
无 正 整数 解 x,m。 ， 

1986 年 ， 和 孙 琦 中 对 方程 (7)， 考 虑 了 N(a)=k,， 局 |>1 

的 情形 ， 证 明了 
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定理 3 设 N(a)=hk | 二 1，& 洲 足以 下 人 条件， 

1) & 无 平方 因子 ， 

2) & 的 任 一 个 素 因子 p 满 足 p+ 4， 这 里 J 是 Q(wWD ) 
的 基数 ; 

3) ”4 至 少 含 一 个 形 如 8f + 3 或 8f + 5 的 素 因 子 q ， 则 方 
程 (7) 无 正 整数 解 。 

曹 珍 富 * “改进 了 这 个 结果 ， 对 方程 

aoa"+pB’"=2x?, (8) 

证 明了 

定理 4 设 N(a)=R，|8|>>1， 如 果 存 在 某 个 8f + 3 或 
8f + 5 形 的 素数 g， 满 足 qih 旦 9+， 这 里 A 是 Q(wVD) 的 
基数 ， 则 方程 8) 无 正 整数 解 。 


证 设 方程 (8) 有 正 整 数 解 x，m; 令 y = 2 ， 喇 


然 y 是 有 理 整数 ， 由 (8) 给 出 


1t* =2y?— h",。 (9) 
由 gl 对 (9) 到 模 g 得 : 
1t?=2y’(modg)。 | (10) 


由 于 9 是 87 + 3 或 8f + 5 形 四 素数 ， 褒 当 9+y 时 ， (197 给 出 也 
唐 结果 (名)=1， 而 当 g ly 时 ,由 


一 a”"+pB” _ TI+( 一 1) m mi ny i 
y= ) oi(6vD) 


4 )o BvD)' = (ar (GB), 


其 中 
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ml ， 当 2+tm 时 3 


2 
信 9 当 2| m 时 。 


及 a: -- Db =k 三 0(modg) 知 

0= 台 (% )e ‘2ig?! -cr 了 (%) (modg). (11) 

现在 我 们 来 证 明 gq+a"。 不 然 设 g| a"”， 则 g| a。 由 a? 一 
Db?: =k 知 gqg| Ds。 又 由 q+ 了 I， 了 = 吕 或 4D 知 gq| 6?, 即 gq| 56。 
由 gl a, ql| 6 及 a?: - Db? = 推出 g*| 8, 与 qj 矛盾。 于 是 gta”， 
(11) 式 给 出 

之， (% )=0(modga), 
但 这 是 不 可 能 的 (因为 
， _ (+1)"+ (1)" wm， 、 

显然 ， 如 果 在 与 定理 4 的 某 些 条 件 相 重 登 时， 能 够 证 明 方 程 
(6) 无 2+2 的 解 ， 则 方程 (6) 对 任何 都 无 正 整 数 解 。 这 对 于 
方程 (6) 的 具体 应 用 未 说 是 需要 的 。 为 此 ， 我 们 证 明子 

定理 5 设 a=a+t+bwD， a>0 非 平方 数 ， N (a) = 局 
| &| > 之 1 且 A 满 足以 下 的 条 件 ， 

1) k& 圭 21 (mo: 1 人 无 平方 因子 且 k 含 有 87 十 3 或 8f+5 形 
的 素 因 子 ， 


2) kk 的 任 一 素 因 子 p+ 作 ， 人 为 Q(T) 的 基 妆 ， 网 广 
程 (6) 无 正 整数 解 。 


这 个 定理 的 证 明 各 要 研究 
”+p 
E(p)=£ a 
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的 性 质 ， 这 里 p 为 奇 素数 ,m 为 正 整 数 。 在 定理 5 的 条 件 下 ， 
忆 (p) 三 1(mod4)， 且 对 任意 奇 素数 gq 志 p， 均 有 


hi 
(二 和) = 人 ee 小 


这 里 s， 4 ;和 r ;由 下 列 诺 式 定 义 ; 
f° p=2lroteri, 0<ri<ro=9， 


| 
| Yo =212ri+eara， 0<r, <ri, 


(12) 
7r, 1 =2l r,s Tes air 0<r,.,<r,, 
~ ro=l, rs Tert=1, 
其 中 e = +1 Gi=1,…,8 寺 1)，?; (i=1,…,5) 均 为 奇数 ,而 


lis 当 e; =1 时 
= -1 ; 当 e; = -1 时 (i=1,2,.",S+1)。 
利用 这 要 结果 ， 可 以 处 理 方程 : 


=- =py? (13) 
例如 在 8 二 7fqod8) 时 | 取 q = p~2, 则 有 
| p= 2g— (g. -2), 


gq=2(g -2)- (g -4), 


g-2(s~-1)=2(g- 2s)— (g— 2(s+1)), 
其 中 ge- 2(s+ 1) = 1。 与 (12) 式 比较 知 e = -1, 1;=1 (i=1, 
人 ， 
ps+1)， 故 1; =0(i=1,…，s+1)， 于 是 记 ( -1。 
对 《13) 式 到 模 瑟 (9) 得 


2) 0 
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易 知 上 (9) 二 gq (一 kh") 3 Cmodp), 出 g =p-2,p 三 7(mod8) 
知 ，(14) 式 给 出 


-Ga 


这 是 矛盾 的 。 

定理 5 可 以 应 用 到 较为 一 般 的 Lucas 序列 上 。 例 如 对 于 
Lucas 序 列 . 

Vo =2, V1=2a, Vai:2 =200,41™— kv,, (15) 


令 0* -k= b， 卫 无 平方 因子 ， 则 在 定理 5 的 条 件 下 ,(15) 
中 除 好 = 工 外 ， 写 不 是 平方 数 。 
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第 十 章 ”单位 分 数 问题 


所 亩 单位 分 数 是 指 分 子 为 1 而 分 母 为 任意 正 整数 的 分 数 。 
关于 单位 分 数 ， 有 一 个 古老 的 问题 ， 把 一 个 正 有 理 数 (包括 
正 叉 数 ) 走 成 单位 分 数 的 和 ， 即 对 给 定 的 正 整数 m,n, 解 丢 番 
图 方程  ， 


m 1 
-二 十， 十 : 1 
La Xi Xk 


与 这 个 方程 相关 的 问题 ， 一 直 吸 引 着 人 们 的 广泛 兴趣 ， 其 中 
有 许多 问题 至 今 尚未 解决 ,本 章 的 目的 ,就 是 讨论 这 方面 人 们 
感 兴趣 的 问题 ， 并 详细 介绍 对 它们 研究 的 成 果 和 方法 。 


1 1 1 
》1 方程 ”= xtytz 
设 m,n 是 正 整 数 ， 我 们 来 研究 丢 番 图 方程 


m 1 1 1 
y+ C1) 


欧 正 整数 解 。1950 年 ，Erd6s 猜 想 ， 对 每 一 个 正 整数 ?>1， 
方程 


(2) 


均 有 正 整 数 解 x,y,z2。 后 来 ，Straus 作 了 更 强 地 猜想 ， 设 
1 之 2， 则 方程 (2) 有 两 两 不 等 的 正 整 数 解 。 并 且 他 对 2<2?<< 
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5000 证 明了 猜想 是 对 的 〈 见 [1]) 。1964 年 ， 柯 召 、 孙 琦 和 
张 先觉 号 证 明了 Straus 猜 想 与 Erd6s 猜 想 是 等 价 的 ， 并 证 明 
了 "<<4x10: 时 Erd6s 一 Straus 猜想 成 立 。1965 年 ，Yama- 
motol3 把 4 的 界 推 到 8<107 .1978 年 ,2 的 界 又 被 Frances- 
chine… 推 到 10*。 这 些 结果 的 证 明 都 使 用 了 一 些 基 本 事实 , 通 
过 构造 "的 一 些 同 余 条 件 获得 方程 (2) 的 解 。 这 些 基本 事实 如 . 
下 ; 

1) 如 果 ”>1 使 得 方程 (2) 有 解 (xy, yz )， 则 ?# 的 任何 
倍数 mx 也 使 得 方程 (2) 有 解 ， 且 解 为 (mxiymyiymzi)。 

2) 如 果 有 正 整 数 a,6,c,d 满 足 

a+bn+cn=4abed, (3) 
或 

na+b+c=4abcd, 《4) 
则 方程 (2) 有 解 、 且 解 分 别 为 (x,y,z) = (bedn,acd,abd) 和 
(cq ,papd ,xdacad)。 

从 (4 式 ， 取 a=2，b8=1c=1, 则 2=4d -1; 取 a=1,b6= 
1,c=1; 则 n= 4d - 2。 故 在 *=2,3(mod 4) 时 方程 (27 有 正 整 
数 解 。 

当 1 三 0(mod 4) 时 ，(2) 显 然 有 正 整数 解 x =y =z = 


3。 这 样 ， 我 们 只 要 考虑 ns=1(mod 4) 就 行 了 。 


又 在 (4) 中 ， 取 a=1;5=1,c=2, 则 2=8d- 3。 故 在 ?二 5 
(mod 8) 时 方程 (2) 有 人 解 。 现 设 *==1 (mod 8)。 

利用 这 种 方法 ， 可 以 十 分 容易 地 给 出 # 点 1(mod 3),f 尝 
1,2,4(mod 7),n 志 1,4(mod 5) 时 方程 (2) 均 有 正 整 数 解 。 
由 此 可 推出 ， 除 开 

n=1,11’,13,17’,19°,23’(mod 840) : . (C87:: 
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《由 1) 不 妨 设 ? 为 素数 ) 外 ，Erd6s 一 Straus 猜 想 成 立 。 

由 于 满足 (5) 的 最 小 素数 是 1009， 故 在 %<<1009 时 Erd6s 
一 Straus 猜 想 成 立 。 如 果 由 (3) 和 (4)， 在 840 中 再 添 上 一 
些 因 子 ， 则 可 把 "的 上 界 继续 放大 。 

现在 设 n = p>>3，p 是 一 个 素数 , 则 不 妨 设 p+ (x,y,2)， 
于 是 px,p+ yz 或 py,p1lz 且 p + x。 这 样 方 程 (2) 化 为 如 下 


A (6) 
p 一 px + y 之 ,D+ YZ, 6 
4 Li) 
p ~ x py pz P+ Xo { 


对 此 ，Rosati!5! 证 明了 
:定理 ! 方程 (6) 有 解 当 且 仅 当 存 在 正 整 数 a,6,c,ad 使 得 
‘a+bp+cp= 4abcd, (a;b)= (68,c)= (c,a)=1, ptabed, 
(8) 
县 (8) 成 立时 (x;yY,2) = (bed,acd,abd)。 
:定理 2 ”方程 (7) 有 解 当 且 仅 当 存在 正 整 数 a,b,c,d 使 得 
patb+e=4abed, (asb) = (bc) = (6,d) =1, pibcd 
l (9) 
且 (9) 成 立时 (x,yyz) = (bcd ,abd ,acd)。 
我 们 这 里 仅 给 出 定理 1 的 证 明 (定理 2 的 证 明 完全 类 似 )。 
设 (9y;2)=6,，y=65,z=6c, 这 里 p+ pc6, 由 (6) 式 得 
GDc+Dzbp(D+c)X=460cx。 - (10) 
因为 (6+c,be) =1; 故 (10) 式 给 出 bc|x， 设 *=bcd, 则 (10) 
式 两 端 除去 be 得 
6+p(b+c)d = 46dbc, 
由 此 知 d16， 令 6= da, 则 
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atp(b+ce)=4abcd, 


这 就 证 明了 定理 1。 
Sierpinski 还 作 了 一 个 类 似 地 猜想 :对 每 一 个 ?>1, 方 程 
5 = 1 十 _1 加 十 1 “ (11) 
1 x Vv Zz 


均 有 正 整 数 解 。 利 用 前 面 类 似 的 方法，Palama“'"1 证 明了 
H<<922321 时 Sierpigski 猜 想 成 立 。StewartIsI 改 进 % 的 界 到 
n<<1057438801 昌 n 关 1(mod 278460)。 
在 方程 (11) 中 ， 如 果 2 = 121， 则 (11)7 有 解 (x,yyz) = 
(25,759,208725)。1984 年 , 刘 元 章 !91 给 出 了 方程 
5 1 1 1 


2 
"112717” x +t y t+ 3 (12) 


的 全 部 正 整数 解 。 不 妨 设 0<x<y<z， 则 (12) 的 全 部 正 整 
数 解 由 下 表 给 出 : 


mae em a rer oe 


yy 之 : x y 人 . x y 之 
25 739 203725 | 26 352 50336 33 93 3751 
25 770 42350 ! 26 C363 94383 33 99 1089 


25 .， 825 9075 | 27 234 84942 33 12t 383. 
25 i089 2475 | 27 . 242 0534 | 34 84 172783 
23 1100 2420 | 27 297 1089 44 . 54 .13068. 
26 350 272175 | 30 132 2420 | 44 55 2420 
26 351 84942 33 91 33093 | 45 55 1089 


pe TE EE PE ECE TE EE ee eee er fe TTT ne re ee 


这 也 问答 了 Blericher 的 一 个 问题 。 
对 于 一 般 的 方程 Q)， 设 Em(N) 表 示 不 大 于 NN 且 使 方 
程 届 ) 无 正 整数 解 的 "的 个 数 ， 则 有 如 下 的 Vaughan'! 中 定理 : 
定理 3 EE,(N)<N .exp[-cllog N)2/3]， 这 里 是: 
仅 取决 于 吕 的 常数 。 
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对 于 一 般 的 方程 


m 1 1 
i xz， (13) 


议 巨 。,1(N) 表 示 不 大 于 入 且 使 方程 (13) 无 正 整 数 解 的 的 
个 数 ，Viola!! "在 1973 年 年 证 明了 
E,,i(N)<Neexpt -cllogN) 1 ii 
1986 年 ， 单 卉 121 改 进 了 Viola 的 结果 ， 证 明了 
En,i (CV)<Nvoexp[- cllogN) 一 
这 里 c 仅 取决 于 m 与 &。 从 而 把 Vaughan 的 结果 推广 到 一 般 的 
情形 。 


$ 2 Mordell 的 一 个 问题 


Mordell03I 曾 经 提出 一 个 单位 分 数 的 问题 ， 
方程 
1 1 1 1 1 


wir ty tz + wxyz ~ (1) 


的 解 如 何 ? 曹 珍 富 '' 首先 讨论 了 方程 (1) 的 解 ,显然 x,y,z， 
允 必 至 少 有 一 个 为 正 且 至 少 有 一 个 为 负 ， 不 妨 设 x>>0，w 达 
0。 对 y,z 有 三 种 情形 ， 则 正 、 同 负 或 一 正 一 负 。 于 是 方程 (1) 
化 为 如 下 三 个 求 正 整数 解 的 方程 ; 


1 1- 1 了 1 

X yy tt XYZW 3? C2) 
1 1 1 1 1 

x + y XI2W = 一 (3) 
1 ,1 1 1 1 

bb y tz Tw + wxyzw (4) 


显然 ，(2) 一 (4) 都 给 出 x,y,z*w 两 两 互 素 。 对 方程 (2)， 不 
妨 设 y 二 2 二 w， 则 有 
定理 1 方程 (2) 的 全 部 正 整数 解 可 表 为 


1 全 二 
= -|r th) (nt )+1], 


这 里 #,&,7 为 正 整 数 ， 且 满足 
1) n+t=0(mod hk); 


2 . 
2) n(n+k) ( nt 2 i )+1=0(mod {1); 


3) (n,k)= (8,t) = (1,1)=1,。 

证 由 (5) 代入 (2) 验 证 知 ，(5) 确 为 (2) 的 解 。 现 设 x = 
7， 则 显然 y>>n， 这 里 为 正 整数 , 令 y=n+& 6, 为 正 束 数 ， 
由 但) 得 


Rk 1 1 1 
n(nirh)™ 2 + w RCn+h)zw ° 《6 ) 
令 m= 0 人， 则 z>my 可 设 z= 六 +sys>0. 于 是 (6) 给 出 
sl 
ml(m+s)  w Em(mts)w ? 
册 此 知 
skw = km(m+s)+1, (7) 


由 于 z=m+s=n+ + 为 正 整数 ， 设 (x,h) = d, 则 必 有 
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s = 0 ， 日 Ena+ di。 由 (7) 得 出 


diw = (nn +k) (n + +1, 


由 于 d1x， 故 上 式 给 出 d 11， 所 以 d =1。 上 式 成 为 


WwW = 3 [rr + (e+ 二 全 人 +]。 


上 容易 知道 1)~ 一 3) 的 条 件 均 成 立 。 证 毕 。 

由 (5) 可 以 给 出 方程 (2) 的 许多 含 人 参数 的 解 ， 例 如 在 定 
理 1 中 分 别 取 & =1=1， 和 t=1,h=2m? +e2m+1,7n=2m?+ 
R4 即 得 

工 。 区 二 1 y=n+t1,2=nH+1)+1, w=n(n+1)[Cn(n 
+1) +1]+1; 

TI, X=2m’ + 2m te2m+1)A, y=2m*+ (2m?+ 
e2m + 1)(4+1),2=4m?: ~ ce2m+1+4m’:A+ (2m’* + e2m+1) 
A(4+1),w=%Xyz+1, 这 里 e = +1,m, 4 是 正 整 数 。 

在 t=1 时 ， 由 于 (5) 中 w=xyz +1 ， 故 方程 (2) 简化 为 

二 巡 
且 有 


812 十 
%X =7y 一 如 十 玉 ,2 二 各 十 一 人 


这 里 mn? +1=0(mod &)。 我 们 对 小 于 100 的 素数 &， 求 出 了 满 
是 %?* +1 三 0(mod 上 ) 的 n,，k&, 从 而 得 出 方程 (8) 有 如 下 的 
解 ; 


rr Ee rT ee me ee 


9 


2m+1 2m-+3 2(m 二 1)? 


x > z 


5m+2 5 二 -7 5m2 十 9m 二 3 


5m+3 5m 二 8 5m2 十 11m 十 5 
13m 十 5 13m-F18 13m?2 十 23m 十 7 
13m—5 13 寺 8 13m2+3m—3 
4713 二 冯 175 十 21 17122 二 2307 十 
17 弛 一 各 17 妇 十 13 1722 十 9 一 和 
297+12 29m+41 29m? 十 53m 十 17 
29m—12 2953 十 13 29m2 十 Sm 一 人 
S796 375 十 各 37147 十 29 吕 十 了 

2 了 7 人 4 一 和 Tl 37m2 425%—3 
dmg 4lm+50 lm?+59m+tl 
41lm—9 Alm +32 41m? +23m—7 
S53m 十 23 53 人 十 76 53 雪 > + 99m+ 33 
53m—23 53m+39 53m?2-+7m—13 
61m+11 61% 十 72 61m? +831m+ 13 
Clm—11 617:+ 50 Glm?2+39m—9 
73m 十 27 73m 二 10 731m? 十 127m 十 37 
了 3 党 一 27 73m+46 13m? +19m—17 
89m 二 34 89m+123 89m? +157m 十 47 
897m 一 34 89m+355 89m? 二 21m—21 
97m 十 22 97m+119 97m? 十 141m 十 27 
91m—22 97m 十 75 97m? +53m—17 


， 设 xy，z: 是 (8) 的 任 一 组 正 整 数 解 , 易 知 (x,,y,3zi， 
xiyizi+1l) 是 方程 (2) 的 一 组 正 整数 解 。 因 此 在 上 表 加 一 行 
w=%yz+1， 则 上 表 也 给 出 了 方程 (2) 的 解 .一 般 地 ， 设 (x， 
…,X,-1) 满 足 方程 


1 1 1 1 
一 十 一 一 9 
Xl X2 Xi 义 1 YX -1 


出 C(x), x,), 这 里 x， =X1…X,-1 二 1, 满足 方程 
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1 1 1 1 
x x 十 + wr ， (9) 


故 由 我 们 关于 方程 (2) 的 解 (在 t=1 时 由 (8) 的 解构 造 出 来 ) 可 
以 构造 出 方程 (9) 的 解 。 

如 果 我 们 把 方程 (2) 的 解 (5) 分 成 几 类 ，t=k=1 的 解 称 为 
平凡 解 ( 见 1》， 1=1,R>1 的 解 称 为 4 类 : 解 ; 1>1,k=1 称 
为 B 类 解 ，t>>1,&>>1 称 为 48 类 解 。 则 前 面 我 们 给 出 了 方 程 
(2) 的 平凡 解 和 若干 4 类 解 。 在 第 二 章 的 88 中 ,我 们 给 出 了 AB 
类 解 的 构造 方法 。 

对 于 B 类 解 的 构造 也 是 容易 的 。 例 如 在 &=1 时 ,由 (5) 知 
%=4,y =#+1， 故 方程 (2) 化 为 


1 ll 
n(n+1) 2 Ww n(n+1)zw ° 


这 具备 了 方程 (8) 的 形式 ， 故 可 用 构造 4 类 解 的 方法 来 构造 
方程 (2) 的 2 类 解 。 例 如 取 n =5m+1,t=5， 则 (5) 给 出 方程 
(2) 有 解 

X=5m+1,y=5m+2,2=25m?+15m+7, 

w=125m*+150m’* +90m’?+17m+36 

与 对 方程 (2) 的 讨论 完全 类 似 ， 可 以 给 出 防 程 (3)、(4》 
的 解 及 构造 方法 。 

定理 2 方程 (3) 的 全 部 正 整 数 解 (不 妨 设 x>>w) 可 表 为 


% 三 名 十 请 ， 
n2—t 
= 十 RE ?> 
21 fs nt 
z= 一 f (2n+h+ 一 人 人 -1]-w 
WwW=n 
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这 里 x,& ,t 询 是 正 整 数 ， 且 满足 
1) 2-t=0(mod &); 


2 
2) 12( 2n+ht -1=0(mod »); 


3) (n,k) 三 (hk,1) 二 (1,1) =1。 
定理 3 方程 (4) 的 全 部 正 整 数 解 (不妨 设 x*>w) 可 表 为 
AX =1+k, : ;i 


n2+t 
y=}+ E 9 


办 2 十 下 
z=n+ [nte+ 1], 


WwW 三 ?> 
这 里 #,k&,t 是 正 整数 ， 生 满足 
1) 1?2+1 三 0(mod k&); 


2 


2) 2(2n+h+ 7 )-1=0(mod h)s 


3) (nn,k)= (Rk,t) = (t,7)=16 


"ll 1 
33 方程 Sx tl 


在 有 关 单 位 分 数 的 问题 中 ， 最 引 人 注 目的 问题 要 数 单位 
分 数 表 1 的 问题 。 设 有 方程 


1 
tt =1 0< Xi < xis (1) 


根据 我 们 在 82 中 的 讨论 ,方程 (1) 对 任意 给 定 的 & 都 有 解 x, = 
2 Nirt = XN ti = 4 hk-2), x: = Xi Nt oRrdos!! 


间 ， 在 方程 (1) 的 解 中 max x =?198? 年 ; 汉 克 勤 、 魏 
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权 龄 和 刘 木 兰 4i 证 明了 max xt = x1…xi 1， 这 里 x = 2， 
xi =%1…%i 二 1(i 之 1)。 这 说 明 方程 (1) 的 解 中 使 x; 最 大 的 
那 组 解 是 方程 


1 1 三 ou. 
x A Tl lx x, (2) 


在 s =&- 1 时 的 一 组 解 。 但 是 他 们 的 方法 对 求解 方程 (2) 没 
有 丝毫 帮助 。 由 于 方程 (2) 在 许多 其 他 问题 中 的 重要 应 用 
〈 人 参阅 84，85) ， 所 以 本 节 我 们 专门 来 讨论 方程 (2) 的 解 。 

1964 年 ， 柯 召 和 和 孙 琦 "首先 研究 了 方程 (2) 的 解 ， 在 
s 志 6 时 证 明了 方程 (2) 仅 有 如 下 的 解 : 


! 


S Xl X2 X3 Xa Xs 6 
1 2 
2 2 3 
3 | 2 3 了 
4 :2 3 f 43 
2 3 11 23 31 
5 “2 3 T 43 1807 
“2 3 7 Eu 953 
“2 3 11 23 31 47059 
2 3 了 43 1823 193667 
6 2 3 了 43 1807 32633443 
2 3 了 47 395 779731 
2 3 了 47 403 19403 
2 3 了 47 415 8111 
2 3 了 47 583 1223 
2 3 了 55 179 24323 


以 Q(s) 表 示 方 程 (2) 的 解 的 个 数 ， 则 上 表 给 出 44(1) = 
人 (2) =9(3) = 人 (4) =1,0(5) =3，0(6)=8。 他 们 还 
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证 明了 


0, (0) EE 1 -一 -十 -一 -_ 
% 机 六 
定理 1 若 9 1 :满足 x XN SOL 


=1, 且 《x40…x21)?*+1 是 合 数 ， 则 有 人 (5) 二 (s+1)。 
证 ”由 于 方程 (2) 的 Q(s) 个 解 (x，…，x) (j=1,- 
…， 人 9(s)) 可 以 得 出 方程 


汉 1 
一 一 一 一 一 一 二 a. 
> tls (35 


的 人 Q(s) 个 解 (x' i)， 。 Xs, XS ， 这 里 XS = x 人 x 站 
+1, 故人 (5) 和 (s+1)。 现在 证 明 在 (%'Y… X460) 1) ?十 1 为 
合 数 时 ， 方 程 (3) 至 少 有 一 组 不 是 用 方程 (2) 的 解 通 过 xi; = 
xx0P+1 得 到。 为 此 ， 在 (3) 中 令 xj;= x 人 (i=1，…， 


3 一 1)， 得 出 
1 1 .1 __i 
Xs Xis+l NXsXstt 和 


这 里 %= x ‘9), “Xo 于 是 


n2+1 
Xs=H+hR, Xii= n+ 一， 


因此 在 mn? + 1 为 合 数 时 ， 设 22 +1=mis，1<m <ny， 于 
是 可 取 k=m!:， 得 到 x ,=n+mi，x,;1=#+m，， 这 就 证 明 
0(s) 过 0 (s+1)。 证 毕 。 

1978 年 ， 孙 琦 i1 引 证 明了 

定理 2 设 s 宇 4， 则 人 (s) 研 0 (s+1)。 

显然 ， 定 理 2 的 证 明 ， 只 需 找到 一 组 x ，…，xx0,， 


1 
满足 习 jit 10) “XS = 1 和 (x'2… XSD)2+1 为 合 数 。 
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因为 (2?，3,11,23，31，47059) 是 方程 (2) 在 s = 6 时 的 一 
组 解 , 设 )。= 2.3.11.23.31.47059， 

D1 =7o+l 7 nn ln 1 0 -2 二 1 之 3)y 
则 x(0=2，…，x0=47059,x=7， pv xi=7， ?满足 


5 1 
+ 二 -=1 且 在 2+s 关 7 时 (X(0 XSD) 十 


: 0), ,pt0) 
Fl 1 Xe 


1= (7o71…7，7)2+1=0(mod 5)。 故 在 ?+ s 宇 7 时 定理 2 成 


从 方程 (2) 在 s = 3 时 的 解 (2，3，7) ,与 前 同样 道理 可 知 ， 
在 2|s 宇 4 时 人 (s) 之 人 (s+1)。 

再 由 (4) =1， 人 (5) = 3， 人 2 (6) = 8 便 知 定 理 2 成 立 。 

同 在 1978 年 ，Jan&k 和 Skulat! 利用 计算 机 也 给 出 了 方 
程 (2) 在 ;过 6 时 的 全 部 解 ， 且 在 s =7 时 他 们 得 到 了 方程 (2) 的 
18 组 解 ， 即 全 (7) 宇 18。 

1984 年 ， 孙 琦 和 荀 珍 富 2 改进 了 定理 1， 得 到 了 较为 精 
密 的 

定理 3 若 xf，…，xc 1 =1I，…， 0 (s-1) ) 是 方 


3 一 1 
程 号 ， -+ 一 1 的 Q(s 一 了 个 解 ， 记 h1(s) = 


i Xi XIX 
《x 1)?+1(j=1,，…， 人 2(s-1))， 则 有 
Qs+tD>0()+ (SE 1), 
这 里 4 (h,(s)) 表 &;(s) 的 不 同 正 因子 的 个 数 (j =1，…， 
Q(s—1))。 
同时 构造 性 地 证 明了 
-定理 4 设 s>10， 则 Q(s+1) 关 9Q(s)+3， 且 在 2|s> 
10 时 人 (s+1) 守 0 (s)+5。 
1986 年 ， 孙 琦 和 萌 珍 富 ” "进一步 地 证 明了 
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定理 5 设 s 宇 10， 则 人 (s+1) 宇 9(s)+5， 且 在 2+ 之 
11 时 QQ(s+1)>Q(s)+7。 

以 上 结果 都 是 基于 方程 (2) 在 s = 6 时 的 全 部 解 以 及 s =7 
时 的 18 组 解 使 用 $2 的 构造 方法 获得 的 。 可 以 看 出 ， 进 一 步 给 
出 s=7 (或 更 大 ) 的 全 部 解 ， 对 改进 品 (:) 是 有 帮助 的 。 

1987 人 年 ， 曹 珍 富 、 刘 锐 和 张 良 瑞 1 利用 计算 机 给 出 了 方 
程 (2) 在 s =7 寺 的 全 部 解 , 共 26 组 ( 见 到 1) 。 


表 1 
3y7 一 (xX1 
万 X1 YX2 X33 Xi Xs X6 C7 x61)/x7 
| 

1 2 3 了 43 1807 3263443 10650056950807 1 
2 2 3 7 43 1507 3263447 2130014000315 5 
3 2 3 7 43 1807 32635)1 71480133827 149 
4 2 3 7 43 1807 3264187 14298637519 745 

5 2 3 7 43 1823 193667 637611223447 1 
ri 2 3 7 43 3559 3667 33318127 697 
7 2 3 7 47 335 773731 607979652631 1 
3 2 3 7 47 395 779831 6020372531 101 
9 2 3 了 4 人 403 19403 15435513367 1 
10 2 3 7 47 415 8111 6644612311 1 
11 2 3 7 47 583 1223 1407479767 1 
12 2 3 7 55 179 21323 10057317271 1 
13* 2 3 7 67 187 283 331651 445 
14 2 3 11 17 101 149 3103 5431 
15 2 3 11 23 31 47059 2214302423 
16 2 3 11 23 31 47063 442933131 3 
17 2 3 11 23 31 47095 59897203 37 
18 2 3 11 3 31 47131 30332053 73 
19 2 3 1 23 31 47243 12017037 185 
20 2 3 11 23 31 47423 6114053 265 


Te 
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ee TE ET ET ME EE ETE mv mm 


诺 XH XX? % 3 所 Xs X6 X17 y7= {x1 
| Xe tl1) /7 

2i* | 2 3 1 23 31 49759 866923 270! 
22+: | 2 3 11 23 31 60563 21103! 13505 
23 2 3 11 31 35 67 3690867 13 
124 | 2 3 7 43 3263 4051 255895] 1227 
[ 注 j 25 | 2 3 1 25 29 1097 2753 19067 
\ 20 | 2 3 13 25 29 67 2981 1271 


注 . [22] 中 洗 了 三 组 解 
利用 我 们 新 发 现 的 解 ， 把 只 (s) 改 进 到 ， 设 s 宇 11， 则 
(s+1) 宇 HH(s)+8, 生 在 2+ s 之 11 时 人 (s+1) 宇 0(s)+9。 

最 近 ， 曹 珍 富 1 利用 s = 7 时 的 26 组 解 ， 大 大 地 改进 了 
前 述 的 结果 ， 构 造 性 地 证 明了 

定理 6 设 s 宇 11, 则 (s+1) 之 0(s)+17， 朋 在 2+4s 
>11 时 Q(s +1)> 0Q(s) +23, 

这 个 定理 的 证 明 思 路 是 ， 针 对 表 1 中 的 每 一 组 x,，…， 
X7， 求 出 (3:…xXy) 2 二 的 所 有 不 起 过 100 的 素 因 子 。 然 后 ， 
可 以 验证 :在 方程 (2) 当 s 换 为 s- 1 时 有 17 组 x;，…，x，, 使 
得 

当 2|s 之 12 时 (X14…x, .1)?+1 二 0(mod 5); 

有 23 组 xl， "oy Xx,- 1! 使 得 

当 2+ s 宕 11 时 (x4…x,_1)?+1 二 0(mod 5)。 
故 由 定理 3 知 ， 

当 2|s 宇 12 时 人 (s+1) 宇 人 (8s)+17，, 

当 2 + s 宕 ll 时 人 (s+1)>Q(s) +23。 

表 2 和 表 3 分 别 给 出 17 组 ( 当 21s 之 12 时 ) 和 23 组 ( 当 2+4 8 
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之 11 时 )xi， 


X11 使 (x 1…x,_1)*+1 三 0(mod 5) 的 详 


1i 1 | 
2 ) 5 | x1,",X7《 由 对 照 丧 工 中 的 每 一 个 序 分 别 给 出 ) : 
3 | 9 | ”YX8g 一 Xi1…X7 十 1,X9= 一 X1…X7X8 十 1， 
4 11 | ， X10cX1…YX9 十 1 …Xr-1 一 xX1…xXr-2 十 1 
5 14 | 
6| 9 | xsx7( 见 表 1 ); /f=17:53 
了 9 xX8 一 X1…X7 十 了 ， f=37:53 
8| 9 or | 7=5.17.31 
9 14 “， i f=5 
10| 24 | xs -1 一 X1 xs 2 十 1 5 
11 i 6 xX1，…xX7( 见 表 1) :xs 一 xl1…x7 二 1， =5 
12 et f=5.29 
3 了 1 | xin=xiexs 十 人 f=17 
14 15 1 Xi -1=s5X1lI…%s~3 十 1 f=17 
15 9 XxX1，"…，X6《 见 天 1 ) 3 X7 = 一 XY1…X6 tf f=97 
16| 15 xs =x1 二 他 ,| f=51 
上 i 
| | 
17 11 | xisxX1xr 2 十 1 “f=41 
-一 -一 -一 一 一 一 -一 ~ 
* 这 时 下 民工 中 对 应 y7 一 1 的 那 此 些 行 删除 xy 所 在 的 殉 剩 下 的 x1，…，,x6 
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序 | 表 1 中 的 序 ， 2 
1 4 
2 6 | Xi ， XI7( 见 下 1 ): 
3 15 | 8 
| 

4 19 | xo=xirexs 十 t 
5 20 | | 10 th 
6 21 | 1%51 一 X1…mXy_2 十 1 
7 24 | 

6 { f=37 
9 6 f=13.37 
10 9 xl1mX7( 见 发 1 ): f=17 
11 9 f=37 
12 9 xs 一 xi X7 十 三， f=5.17 
13 9 f=:5.37 
4! 9 xy 一 < 2 f=17.31.53 
15| 9 ， 7 =5.17.37.53 
16 19 已 2 二 1 f=29 
17 19 f=5:13 
| 19 1 /=5:13:29 
19 11 \ ps5 
20 4 ! WIs"y%7( 见 卖 1);x8 二 Xj x7 十 1， “f=5 
21 4 ,X91 x tf, | f=61 
22 4 | x10=x1xg + (F128)? +1 | 一 5.61 

| 
| 

23 6 2X 1 一 Xe 十 1 SF 一 52 .29 


一 一  _ 
我 们 还 构造 性 地 给 出 介 (8) 宇 34，0(9) 宇 67，0Q (10) 之 
83， 等 等 。 
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由 定理 6 还 可 推出 

推论 。 当 s 宇 11 时 0Q(s) 宇 20s + (11)-220。 

但 是 ， 我 们 没有 定 出 8(s) 的 渐 近 公式 。 我 们 “也 不 
知道 是 否 对 任意 给 定 的 正 整 数 x:>1， 都 存在 正常 数 c， 使 
得 当 s 之 c 时 方程 (2) 均 有 整数 解 。 对 QC(s)， 我 们 有 一 个 直 
观 地 推断 ， 存 在 某 个 正常 数 c, 在 min(s，)>c 时 均 有 (s+ 
t+1) 宇 人 (s+t)+ QQ(s)+ ss 成立。 但 没有 得 到 证 明 。 


:1 1 
$4 方程 2 -x=1 


解 丢 番 图 方程 
， 1 1 
Dy nl lu, s>2 (1)》 


是 孙 琦 和 曹 珍 富 * 提出 来 的 。 我 们 知道 ， 初 等 数论 中 的 孙 
子 定 理 有 着 广泛 地 应 用 ， 例 如 ， 利 用 孙子 定理 可 构造 模 系数 
记 数 法 ““'*”"， 设 s>1，m1，…，m ,是 两 两 互 素 的 正 整数 
《 均 大 于 1) ， 必 =m…m;，0 坟 x<M， 则 x 的 模 系 数 记 数 
法 是 指 x 对 模 m , ,…,m :的 剩余 表示 {<x> ，…, < 之 x>>，,】。 
如 果 知 道 x 的 模 系数 记 数 法 ， 则 用 孙子 定理 可 得 

x= CB MIM,<#>,, > ， 


M 
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其 中 4 ,= (i=1, …,s), 且 


MIM ,=1(mod mi)(i=1, :…, s)。 (2) 
在 这 个 过 程 中 ， 如 何 选择 m:，…，7m ,使 得 计算 对 容易 ( 尤 
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其 在 s 很 大 时 ) ， 是 一 个 实际 应 用 的 问题 。 我 们 证 明了 
定理 1 如 果 m1，…，m; 取 方程 (1) 的 一 组 解 ， 则 对 模 

19 “Mm:，《(2) 式 中 的 碎 ! 可 取 为 Mf=1(i=1，…，5)。 
证 ”加 果 m,;，…，m; 取 方程 (1) 的 一 组 解 ， 则 有 


故 得 台 ， M;—1= M ,这 就 给 M., 二 1](mod mi)(i=1,.…, §),. 


因此 可 取 M1 -1G= 1 …，s)。 证 毕 。 

现在 的 问题 是 ， 方 程 (1) 是 否 有 解 ? 有 多 少 解 ? 为 了 便 
于 实际 应 用 ,我 们 给 出 了 在 3 过 s 委 6 时 方程 (1) 的 全 吕 解 (s = 
6 时 见 [28]) , 见 下 页 表 。 

我 们 同时 给 出 ， 可 以 通过 方程 


Bo 1 1 (3 ) 


芍 解 ( 见 833〉 米 构造 方程 (1) 的 解 的 方法 。 

定理 2 设 x402，…，x:1(7=1，…， (Cs-1)) 是 方程 
《3) 在 s 换 为 *- 1 的 (4s-1) 组 解 ，1(s) = (XXX5i) 2 一 
107=1，…，4(s-1))， 则 方程 (1) 的 解 的 个 数 4(s) 满足 


4G+D>OCO+ DH (eeD)- 1 ), C4) 
这 里 d(l;(s)) 表 1; (s) 不 同 正 因子 的 个 数 。 

证 在 方程 

s+1 

i 55) 


下令 x,; = x'i(i=1， 3 一 1)， 则 得 
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0 
2 
2 
> 
< 
ww 
B34 
a 
w 
a 
中 
~ 


上 


3 2 3 5 
1 2 3 7 41 
2 3 11 13 
2 3 7 43 1805 
_ 2 3 7 83 85 
3 7 tl 1721 
2 3 11 7 59 
2 3 7 43 1807 3263441 
2 3 7 43 1811 654133 
,2 3 7 43 181 252701 
2 3 了 43 1825 173471 
2 3 7 43 1945 25271 
:2 3 7 43 187! 51985 
2 3 了 43 1901 33139 
:2 3 7 43 2033 15011 
8 :2 3 7 43 2167 1]31! 
2 3 7 43 2591 6493 
2 3 7. 43 3041 4447 
2 3 7 43 3611 3613 
2 3 了 47 395 779729 
2 3 7 47 481 2203 
| 2 3 7 53 271 799 
| 2 3 7 71 103 61429 
i2 3 11 23 31 47057 
= 1 1 1 1 
Dt tn wl 


1 1 1 
由 于 馆 DT 故 上 式 给 出 
=1 1 1 s—1 
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(xs—n) (Xs+1— 1)=n: 1=1(s), 
这 里 n =x.…x 让。 因为 1; (5s) 不 是 平方 数 , 故 21d (li 《s))。 


d 
(8) 对 105) 的 因子 1 3) 纺 出 方程 (5) 的 5 


个 解 ， 故 总 共 给 出 方程 (5) 的 “ 容 “es 个 解 。 因 为 当 
Ui, “9 4; 是 (3) 的 一 组 解 ， 则 1， sg Ws WLU -1 是 
(5) 的 一 组 解 ， 故 QCs) 个 (3) 的 解 也 可 给 出 QCs) 个 (5) 的 解 
(其 中 有 QCs 了 个 且 仅 有 Qs 一， 个 解 已 在 > 
中 计算 过 ) 。 于 是 

Q(s— Da ll, dA) 


A(st+1)>0(5)—- QO(s—1)+ > 


= 945) + 守 (2 3 - 1)。 证 毕 。 
因为 1;(s) = (xx 人 1)2~1 在 s 学 3 时 是 合 数 ， 故 
d (1;(s)) 宇 4, 因 此 由 (4) 给 出 ， 在 s 宇 3 时 有 
A(l(st1) 守 (5s)+ (ss-1)。 
对 4(s)，, 孙 琦 和 曹 珍 富 先后 不 断 改 进 ， 有 以 下 一 系列 结果 : 


定理 3 5 设 s 之 9, 则 A(s+1)>Q(s)+0 (ss-1)+ 
6， 县 在 2+ s 宇 9 时 4(s+1) 宇 0(s)+ 0Q(s-1)+106 
定理 4 1 设 s 宇 9, 则 A(s+D) 宇 8 (5s)+ 人 Q(s-1)+ 
10， 生 在 21s 宇 12 时 4A4(s+1) 宇 人 (5s)y+ 0(s-1)+14。 
定理 5 设 s 宇 10, 则 A(s+D 宇 (5s)+ 人 (ss-1)+ 
16， 且 在 2|s 宇 12 时 4(s+1) 宇 人 (s)4+ 0Q(s-1) +18。 
定理 6 设 s 之 10, 则 A(s+1) 宇 (5s)+Q(s-1)+ 
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34， 且 在 21s 守 12 时 A(s+1) 守 人 (5)+ 0 (s-1)+46。 

我 们 "猜想 ， 对 s 宇 3 有 A(s+1)>> 4(s)。 这 个 猜想 在 
s 不 太 大 时 已 经 得 到 证 明 ， 但 对 一 般 情形 不 易 证 明 。 另 外 ， 
由 4(s3) 与 2(s) 的 关系 可 知 , 如 果 我 们 定 出 了 A (s) 的 主 项 ， 
则 4 忆 (s) 的 主 项 也 可 能 被 定 出 。 


3 5 与 单位 分 数 相关 的 问题 


现在 我 们 利用 前 面 关 于 单位 分 数 的 结果 ， 来 研究 1972 年 
Znam 提 出 的 一 个 问题 。 

[Zngm 问 题 ] 是 否 对 每 一 个 整数 ;>1， 都 存在 整数 x ; 

>1(i=1,… ,8) ,使 得 对 每 一 个 i,x; 是 Xi1…X ;Xi1X， 十 


1 的 真 因子 ? 
这 个 问题 与 同 余 式 组 
XIXi-1Xixr2Xy +10(mod x1),x;> 1,i=1, 
“7 §;5>1 (1) 


有 关 。 一 个 十 分 明显 的 结论 是 ， 如 果 设 同 余 式 组 (1) 的 解 满 
足 1 之 x1 达 …< 过 x,， 则 在 x, 二 x1…x,_1+ 1 时 ， (1) 的 解 便 
给 出 Znam 问 题 的 解 。 

1973 年 ，Mordell02 9 提出 了 求 同 余 式 组 
XI1MXi-1Xi+rlXs 土 1 二 0(mod |x;|), f=1,.,8 
的 非 零 整数 解 的 问题 ,并 在 1<s<<5 时 给 出 了 部 分 解 。1975 年 
Skula "给 出 了 同 余 式 组 (1) 在 1<s 乏 4 时 的 全 部 解 ， 从 而 证 

明 ， 在 1<s<4 时 不 存在 Zn&m 间 题 中 要 求 的 整数 。 

不 失 一 般 设 适合 Zngm 问 题 的 整数 x,，…，x ,满足 1 二 
XI< < ， 则 (x1，…,%,) 称 为 Znam 问 题 的 解 。 以 Z(s) 
表示 Znam 问 题 的 解 的 个 数 。1978 年 ， Janak 和 Skula!li ”证 
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明了 Z(5) =2，2Z(6)=5 和 2Z(7) 宇 10。1983 年 ， 孙 琦 11 彻 
底 解 决 了 Znam 问 题 ， 他 证 明了 
定理 1 设 s 之 5, 则 2Z(s) 宇 Q(s)-- 9(s-1)>>0， 这 里 


4(s) 表 方程 


5 1 1 
i .。 2 
ti Xi XI Xs 1，1< XI 二 ,<<%， (2) 


的 解 的 个 数 。 

这 个 定理 的 证 明 是 容易 的 ， 例 如 只 要 注意 到 方程 (2) 的 
4 (3) 个 解 中 恰 有 9 (s 一 1) 个 解 是 由 x, = xm x,_1+1 产 生 
的 即 可 。 

由 这 个 定理 ， 利 用 方程 (2) 的 结果 ($3) 可 得 到 下 面 一 系 
列 的 结果 ， 

I .1 设 s 宇 5,， 则 2Z(s)>0，; 

Ho 设 s 宇 11， 则 Z (s) 汤 3， 且 在 2+s 之 11 时 Z(s) 
之 53; 

了 .811 设 s>11, 则 2(s)>5, 且 在 21s>12 时 2Z0s) 达 7; 

机 .2 设 s 宇 12, 则 2Z(s) 宇 8, 且 在 2|s 宇 12 时 2Z(s) 宇 93 

Y .2 设 s 宇 12, 则 Z(s) 宇 17, 且 在 2|s 宇 12 时 Z(s) 尖 
23。 

1986 年 ， 孙 琦 和 曹 珍 富 :2 建立 了 Znim 问 题 与 同 余 式 组 
(1) 的 一 个 等 式 ， 得 到 了 如 下 的 

定理 2 设 s> 2， 则 Z(s) = 甩 (s) - 互 (s-1), 这 里 
五 (s) 表 同 余 式 组 (1) 的 解 人 (xx.)(<xi<…<x,) 的 
个 数 。 

证 从 (DD) 知 (x;，xj)=1(1<ixj 忆 s), 放 (1) 可 化 为 


XXiiXiti Xs +1=0(mod Xi) (i=1,. ,8), 
此 有 即 
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局 XXXi1XHi4+1 和 +I=0(mod Xx1'"*X,), 


3 
Dx iXiti' Xs +t1=NX."X,, 
i=1 


这 里 是正 整 数 。 由 此 得 出 


» 1 1 
之 Xi + Xi'*"Xs 


设 ,(s) 是 方程 (3) 的 解 的 个 数 ， 则 有 
H(s)= 50,8), 
县 从 ,(s) -如 ,(s -1) 之 0 是 在 方程 (3) 的 解 中 Znim 问 题 的 解 


1 1 1 
的 个 数 。 故 由 % 志 To + 十 知 


=h, 1T< XI1< < (3) 


ZC = HO) 1,(s-1))=H()-H(- 1. 证 毕 。 
n=1 


由 定理 2 可 知 , 利 用工 一 了 的 结果 可 以 给 出 互 (s) 的 一 些 
舍 计 ， 例 如 孙 琦 证明 了， 如 果 s 宇 4, 则 HH(s)<H(s+1) 
这 方面 最 好 的 结果 是 号， 如 果 s 宇 11， 则 

H(l(st1)>H(s)+17 
且 如 果 2+ s 宇 11， 则 (s+1) 宇 HH(s) + 23。 
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方程 类 型 索引 


一 次 方程 
QIXit+a.%,=n 132,135—139} 
alxXi+asxXa=? 【132—134} 
aixi1 tdsxs+asxs =7 134—1353 

二 次 方程 
ax2 +oxytcy* +dxteyt+f =0 E149,166,118. 
p*-2g*=—1, p’*-5g°=—4£188 
x2 Dy:=M I150;152,，155,165 一 168】 
x*— Dy*=1{45—46,150,152,156】 
x*— Dy:= -1 kK45-46,160% - 
x*— Dy:=+2【47,164】 4 
x:—Dy?:= 圭 4【46—47,165】 
x:— Dy’=+p 【163) 
X2 一 站 y2= 土 20【164】 
x*— py’= -1,y" -2py" = -11160) 
x*— py*=1[188) 
x*—py:= —4【1867 
x:+1=4y 【34} 
xi+tqxi=p [162 
2xi+1= pxi: 【15] 
15x1—7xi=9 E17) 
Dix*-D,y*=M 【165} 

x —- Dy?*=k 和 和 y—- Dz:=m* Ki71 


这 下 示 求 方程 Xx? 一 Dy? 一 R 与 y2 一 局 122 一 mi 公 解 。 
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X2 一 2y2=1 和 y2 一 322=1【121,171 了 
x2 一 3y2= 一 2 和 y2 -8z2= 一 7【171】 
x2 一 3y2= -2 和 y?*-6z*= 一 5【〖1713 
x2 一 2y2= 一 1 和 多 一 万 z =1E172】 
x2 一 2y2=1 和 2y2 一 5z2=4【174】 
x2 一 272=1 和 yz 一刀 z2 =4〖177】 
X2 一 万 y2=1 和 y2?2 一 站 ,z2=1【118】 
273 一 3y3= -1 和 和 42 一 3y3=1TI〖《203】 了 
xX2+(x+1)2=2 和 y2+(7+1)2=22【〖【179 了 
1Mx2 -NiI=z 和 2z22=My -NEt793 
ax*+by:+cz’=0 E17,180] 
x2+y:=22 【li8,180,363) 
xX?+y?:=22: E25,180 
x = -hy2+(-DS hr L181] 
Xi+x2=ax;3 kK133 
Xi—2xi=a1x3, Xi +2xi=ax3 【14) 
Xi+xi= (fat+3)x; kK103 
(3a+ 1)x:+ (3b+1)x:=3x3; [E113 
ax:t+by:+cz:=n [E182 
x:+y:+2z:=n i823 
xX2+y2 一 22 nN y SH,22 Sn gl182 一 183】 了 
Xi+x%i=4X3 +T3〖E10】 
Xi+2xi=8xs+5 或 8xs+7【11】 
> 一 2x3=8xy+3 或 8xis+5113 
xi+xi+xi=4°(8x,.+7) Ki11) 
X22+y :+2 +w :=n 1863 
Xi++xi=x?: E24 

427 


三 次 方程 


xs 士 1=y2 E209 

x —1=2»? 【21,2103 

x*+1=2y* 【25,113,210} 

x*—1=7y* 【113,210] 

x —1=23y* 【210] 

x*—1=3»* 【245] 

X3s-1= 力 y2 kK26,210,211,2257】 

xs+tb=Dy,x +b=3Dy’,0E{t1, + 8} L209F 
x 二 8= Dy’,x*+8=3Dy’: 【213 -217} 

y= x3 +h(y = 7) R123,225, 193】 
y=x*+7,y*=x* -3 17 
y*+28=x,y*+999= x [E200 

y*—Rf*= x F200 y: ~ Dm’:= x: 【94】 
u*=vs— Av-n [192] 加 
ey*=axs+bx:+cxtd 【192} 
ICYI+1)=x(xt+1)(xt2),2y :=x —4x+2 207¥ 


YD). Xt D+2) 【207】 


2 
62*= (x+1)(x*—x+6) [208] 
6y° = Xx(x+1)(2x +1) 【69,202] 
y*=2axs+(6~-2a—2c+80)x:+2cx ~ dd’ K208} 
y= (Xx—1) +x +(x+1)s=3x(x:+2) [F209 
y*=4cx?+13(c=1,3,9) [E217 
XtX+1l=y ,x +x+1= :y: [220] 
Xs+dys=1 F105,2193 
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x3+8= Dy 220 

axs +by=c E221] 

ax®s+bys:+czs=d 【237— 238] 

xX my =nz3,axs tbyst+cz:=0 240 
x tdy=32 kK2413 

2 =g(x,y) [245) 

x + y=22s 2453 

XxX +y +2=0 【33,103,233】 

x +ys=pzs [98—993 

Xi=2x;}+px;i R153 

X33+y +2zs=1 F973 

Xs+ys=2pzs F103 

x +y tz =n F232 

x +y +23=1 [E234 

2% +ys+23=2 E102,234] 
Xs+ys+2s=3 R97,235 

xX +y +2 =6,x+ ys +2 =9 【103] 

x +ys+2=30 E2373 

X33+y +23=30 2363 
xX?3+y +2 =9a 【2354 

2 =f/(x,y) 【2423 

2 XI +y 22 = x + y ,2 = x +4ys 【244 - 
xX: 十 及 y2 = 23 [222 — 223] 
XxX1+X}i+x3=9x+t4 8011] : ~ 
Xi1+2xi+4x;}=9x: 【12} 

Xi+3xIx, t+xi=9xs+2 [E12] 
Xi1+3X!lxs+x3= (9a+2)x} [12) 
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XY3+2=7xXyy Xi+2xX3=7(xX3 +2x}) [13 
xj3+2x3+4xi+xixsxs=0《l71 
X3s+3xy2 一 3y3=1T【108,218】 
XxX—3xy:—3y:=]1 KkK109} 
Xstax’y- (a+r1l)xy:+ y=1 E109¥ 
x txiy—~2xy  — x =1 F113,225 
xs 一 4Xy2 十 272=1【〖113,200,226 了 
Xs 一 3xXy2+ys=1【2253 
xs 一 12xy2* 一 12ys=1【226】 
aiX3+3axx2y+3csxy2+ays=ai 丰 li98】 
ax*+by’ +c -dxyz=0 99,241} 
XY ta = XYy2, Xs + y +52 = 5xy2 241 
axs+by’:+c=xyz [245¥ 
XxX*+y*~—x—-yt+1=xyz L2453 
x3+y+t+1=xyz [245¥ 
x + yt:— y+1=xyz [246 
Xt+y +1=xyz E247) 
XxX*+ys+zs+ws=n=0 [F248] 

na 0 kK2523 
axs+bystczs+dw’=n [253 


四 次 方程 


1+x*=2y* 【4,62,289¥ 
x*—2y*=1 【19,27] 
x”~8y*=1 【257 
x*—2y4=1 K263 

2 一 27y = -2 156,2173 
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3x4—2y?*=1【69,261) 

《2y2 一 3)2=%X2(3x2 一 2)，X2 一 374=1【【69 了 
X4 一 234=1〖1l1 了 

x+ 一 8y4=1T【113 耻 

Xs—3y2= 一 2,xX2 一 3y4= -2 E217} 

2X2 一 5y4=11, 士 44【〖【294 了 
XxX*—2y*=p,x*—8y*=p(p=17,41,73,89,97) 
【2953 

x*—5y*=11,xX*—5y’= ~44 E294} 
(x?—-2y)*—-2y‘= —1 K61y 
(2:py:—1):+1=2z: 【693 

x*—-py*=1 [25 

4x*—py’=1 203 

x*— Dy*=1 49,64—65,260】 

x*—~ Dy*=] KR49,273】 

4x*— Dy*= -1 [48,283) 

4x*— Dy?:=1 E271) 

x:—-4Dy‘=1 kK275} 

x?—5gy*=1 【280} 

x*— Dy’= -1,x:*—- Dy‘= -1 1287] 
4x*— Dy‘= -1 K2853 

4x*—paqy’= ~1 【280] 

x*~Dy‘=+1 F282,289) 

22 十 4= 门 y% 289,292 ~ 293】 

a?x*— Dy’?= 土 1 【287,293】 
Nxt+4= Dy’: 〖293 一 2943 

x Dy*=hkh,x*— Dy’=k E92,294-2953 


Ax‘*- Byv:=c(c=1,4) KE292] 
yr~2c*x*=p(c=1,2) 【2953 
(Mx?~N)*=My?*-N,y:+ (yt+1)’ 
=(x:+(x+1)’:)* E179} 

dv’=ax*+bx’:+c F290 

XX+1)(x+2) x+3)=2y(y+1)(y+2)(y+ 3 
[69,291】 

XXt1) (x+t2) x+3)=3y(y+1) (y+2) (y+ 3) 
【61,291】 

VCy+1)(y+2)(y+3) =5X(CX+1)(X+2)(xX+3) 
291】 
2yC(y+1)(y+2)(y+3)=3x(x+1)(x+2)(x+3) 
L2912 

yytm) (yt2m) (y+ 3m) =2x(x+m) (x +2m) 
(x+3m) kK292} 

y*+hk*= (Ix?*—h)(rx’—s) F290 

y:+1= (4x°—17)(8x—10),y*+1= (4X2 -17): 
(rx*—s) 12903 


(= > 7 【290】 


24 一 4xX2y2+y=2【297 一 298】 
Xt+hx y+ 二 22 攻 29,298 卫 

R= 土 1〖30-31】,R= 士 6[291 ,8=14〖33】 
axX4+DxX2y2+Ccyi= dz: [E303] 

x*+y*=2* 【263 

Xx*— y=2z* [27) 

4x4+y*=22,xX4+ y=22: 【28] 


432 


24 一 4=22z2 攻 33】 

x1*=2xs4+pxs“ 【15] 

x1*=px, “+2xs” E17) 

x +2py*=22,x4= y+pz: 331 
axs+by*=c2z,x*+dy*=2: [E303 
(ax: +bx2)*—2k(cx?+dxi)*= x3 E17 
x*+y‘+2.=w: 【23,304} 
ax*“*+by*+cz*=dw* F304 
xs+yts+2t=w F304 

Xt y=24+wt, xt+ y+d2=wt 305F 
X11 +X +Xs t+x4=xs. L306- 307] 


高 次 方程 《次 数 为 "或 > 4) x 


x”—1=»y" Fi8,45,51,71) 
1+x*=»" 【88,322】 
x"~Dy’*:=1 【94,329} 

x =y*+1 70,123,126,329】 


xX"+1l= yt!, x? = 了 +1 L830¥ 
y+1 


x*—y*=D £73} 
x*+1=2y* 【453 
x"°—- Dy*=1 Ks5 
x*+2=y" 【94, 321} 
x"~ Dy’=1 K3123 
x?+1=2y*: [312} 
x’*-1=2y* £55,，312} 
x*"— Dy’"=1 【315) 
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x2 一 万 y"=1g316 了 

x*— Dy*:"=1 E316} 

1+ Dx*=2y", 1+ Dx’=4y" [319} 
x*:+D=y" 【3193 

x:+p’=»v" KE320] 

x?*+2"=y" K321} 

X2+1=2y"， 2x2+1=y" E322) 
XI+3=y", XI+5=y", Xx:+12=y, xX’+28=y” 
Kk323} 

x:+8D= y" 【E3223 

x?+4D=»v" 【323} 

cx:+D=»y" 【324) 

cx:+4D= yy" E324} 

3x?”+28= y" 【326) 

x*+D=4y" E3263 


D+1 


十 
22 十 2 二 1T=y?，22 十 2 十 1=33y"，22 十 2 十 Ty 


[3273 

X2 二 11=4y" 【329) 

X2+1it=4375 区 94 了 3 

GX2+DX+Cc=dy 3l93 

ax”™—by"=c 329) 

ax" -by"= 土 1 【3312 

ax’"—-by’"=c 【332} 
ax"™+by"=ax"+by" KEK335] 

(Xx+yV 1+ (x- yw -1)*=2 【38) 
(x+yr -2)*+t (x- yw -2)*=2 36) 
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f(x, »y)= g(x, ») 【117} 
x"—1] 


人 


一 | 
a =y" (334) 


=y" K80, 129,333】 


ax 一 =b 2 tr335) 
X 一 工 yy-—1 


f(x1, **, xX:)=0 3, 161 

xy= cz [873 

x"+y"=2" 【2—4, 101, 129,，342】 

X22?+y ?=227 43, 348] 

XP YP 一 22 X%28 一 y28 一 22，X22 填 yy28 一 2? 
X28 一 V28 二 28 【348】 

xX? 一 yt= Dz*: 【43) 


Xx? ~ ba _ 2 

pz 【4 
2 pl! 

3°=p 和 【41】 


ym=x(x+1)…(x+H1) 【3383 
六 sx- 疙 = 六 (x+ 有 [L337] 
bak x+i)"=(x+h+1)" 【339) 
Etjir) = (x+nr) 【340) 
Em L340] 

指数 方程 
2*—3’=1 【38) 
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人 一 07=1TKI29 了 3 

x*+7=2" K65, 90, 123, 371】 
x*+2=3" 693 

Xx*—D=2° Eli22，374- 一 375 肌 
x:+D=2" [E372 

x*+D=p’ I68, 371, 376-—-377] 
x*+D"=2" F378 

x*+D"=p" 377¥ 

x*+7"=2* Fe8, 947 

x2:— Dy:=p: £91] 

q”=p*+2 KEK52, 56, 92, 3567 
p" -a=2* KF92, 357】 

Di (ED ro 
1°"+32"+.+(2°—1)’"=2°k 138】 


四 
Dil=22:+4(9p—-1) 【38} 


j=1 

32° 1+2y:=n(2y)?+1 E453 
9 1 pr" I56, 92, 334] 
q—1 


(x+2)"=x"+2, (x+1)’—x*=1 [E353 
3*+4’=5" K17, 363】 

3*+29:=2* 【3327 

p*~—g’=2* E357] 

a*~—b’= (2p)* 【359】 

a*—b:=10* 【360】 

a*-b:= (2p:)* 【360] 

a*+b’=c* 【361—362] 
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(412 一 1)7+(41)2 = (4n2+1)* F364 

1+p’=g'r +p"q‘r’ 3673 

(p, Gq, 7)=(2,3,5), (3,2,5), (5,2,3) 【368) 

1+tp"=g:2"+p'g'2’ 【3703 

1+p*=g’+p" 【3703 

1+y=2, yz2=2°3’5°7" E370 

XxX+y=2, xy2=2°35°7< 370 

1+2°+7’=3°+5, 3"+7’=3 +5+2, 3°+5+7° 
=11" 【3713 

a*—b’c*= 土 ],， 土 2 3713 

x*=4g"+4g*+]1 Ki23, 387} 

x*=4g"”*+4g+1 【386} 

Xx*=4g"+4g+1 E387) 

x*=4q"—-4g+1 【389] 

xX"y=2*, xX’'y =2*, Xx"y’=2’ 【385】 

Xx*y’=2* [4, 75, 378] 


[3 
I x7’=2* (76, 379} 
i=1 


a"+p"=2x’, a‘"+p'"=2x’: £3897 
Qa’"+ pp"=2x? K390, 55】 


其 它 类 型 的 方程 
(3 )=»* r5] 
nl +1= x nl = py 5 
(2)=»: r45，3173 
-1 1 1. 
xy = 74) 
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1 72 13 


X 9 十 yo =2z"m 【75】 


3 6.x; =0, GE{-1，1) G=1, .…, n) 【3677 


1+61\M(1)+661 (1)+6w™(1)=0 了 【368 了 
N(xyo1t+ + X00) =a 103 了 
atbn+cn=4abcd, natb+c=4abcd [421} 


= 了 工 + 工 + 工 【1l24， 4003 

四 x y 2 

4 1 1 1 4 1 1 1 
ll 02 
p px yy zp X py p (402¥ 
5 1 1 1 

-一 — 

” 了 十 = 【403】 


1 
十 
> 【403】 


1 1 1 
-一 十 -~ 一 十 = 
十 2 0〖77，404 了 有 


‘+L+r i+ lr7, 4047 
2 WwW XYy2wY 


> 
1 + 工 + =- 工 +- 工 【78，404】 
之 Ww 


+ - 工 --〖78，4043 
XVZW 


< 
N 
中 | 一 


| 


yz 〖406，4113 


+ +l 二 《80，407 一 408 了 了 


XI Xs, Xe Xe 


1 _ 
po X4097 


1 
Xs X1…X%X， 


定 - 一 -一 一 -=1K417 一 418】 


义 1 和 5 


p> 二- + 二 =" [423} 


t+ =1 [79, 410 一 411，418， 
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